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yang telah berkenan mengalihkan hak cipta karyanya kepada Departemen Pendidikan 
Nasional untuk digunakan secara luas oleh para siswa dan guru di seluruh Indonesia. 

Buku-buku teks pelajaran yang telah dialihkan hak ciptanya kepada Departemen 
Pendidikan Nasional ini, dapat diunduh (down load), digandakan, dicetak, dialihmediakan, 
atau difotokopi oleh masyarakat. Namun, untuk penggandaan yang bersifat komersial harga 
penjualannya harus memenuhi ketentuan yang ditetapkan oleh Pemerintah. Diharapkan 
bahwa buku teks pelajaran ini akan lebih mudah diakses sehingga siswa dan guru di seluruh 
Indonesia maupun sekolah Indonesia yang berada di luar negeri dapat memanfaatkan sumber 
belajar ini. 

Kami berharap, semua pihak dapat mendukung kebijakan ini. Kepada para siswa kami 
ucapkan selamat belajar dan manfaatkanlah buku ini sebaik-baiknya. Kami menyadari bahwa 
buku ini masih perlu ditingkatkan mutunya. Oleh karena itu, saran dan kritik sangat kami 
harapkan. 

Jakarta, Juli 2008 
Kepala Pusat Perbukuan 


in 




P<'nnnntni 


Puji syukur kami panjatkan kepada Tuhan Yang Maha Kuasa, karena atas 
berkah, rahmat, dan karunia-Nya, penyusunan buku Matematika untuk SMA dan 
MAkelas XI Program IPAdapat diselesaikan. 

Buku ini disusun sebagai salah satu bahan ajar dalam pelaksanaan kegiatan 
belajar mengajar mata pelajaran Matematika di sekolah. 

Dalam buku ini disajikan materi pembelajaran matematika secara sederhana, 
efektif, dan mudah dimengerti yang disertai contoh dalam kehidupan. Simbol, tabel, 
diagram, dan grafik disajikan untuk mempermudah kamu dalam memahami materi 
yang sedang dipelajari. Buku ini juga dilengkapi contoh soal dan tugas-tugas di setiap 
subbab dan akhir bab. 

Sesuai dengan tujuan dalam pembelajaran Matematika, kamu diharapkan dapat 
memahami konsep matematika, menjelaskan keterkaitan antarkonsep, dan 
mengaplikasikannya untuk memecahkan masalah. 

Kamu juga diharapkan mampu menggunakan penalaran, mengomunikasikan 
gagasan dengan berbagai perangkat matematika, serta memiliki sikap menghargai 
matematika dalam kehidupan. 

Akhimya kami menyampaikan terima kasih kepada semua pihak yang telah 
membantu penerbitan buku ini. 


Surakarta, Mei2008 


Penyusun 








Pet ii ll j ii k 

PgntwumTi n n 


Bulcu Matematika ini disusun untuk membantu siswa SMA memahami Matematika. 

Buku Matematika ini juga diharapkan dapat menjadi referensi bagi gum dalam membimbing 

siswa mempelajari Matematika. 

Bab-bab dalam buku ini disusun dengan sistematika yang unik, sehingga mempermudah 

siswa dalam mempelajari materi yang disajikan. Sistematika buku ini adalah sebagai berikut. 

1 . Awal bab , setiap bab diawali dengan ilustrasi bempa gambar dan aktivitas yang relevan 
dengan isi bab yang alcan dipelajari. Selain ilustrasi, juga dipaparkan tujuan pembelajaran 
sesuai dengan Standar Kompetensi dan Kompetensi Dasar yang harus dicapai siswa. 

2. Peta konsep , berisi konsep-konsep dari materi yang alcan dipelajari serta hubungan 
antarkonsep. 

3 . Kata kunci \ berisi kata-kata penting yang menjadi lcunci pembahasan dalam bab tersebut. 

4 . Uraian materi materi pembelaj aran dalam buku Matematika ini disaj ikan dengan kalimat 
yang sederhana sehingga mudah dipahami siswa. 

5. Contoh soal , setiap pembahasan suatu materi dilengkapi dengan contoh soal untuk 
memperjelas konsep yang dipelajari. 

6. Latihan , berisi soal-soal untuk menguji kemampuan siswa dalam memahami materi 
yang telah dipelajari. 

7 . Rangkuman , berisi pokok-pokok pembicaraan di dalam bab yang telah selesai dipelajari. 

8. Evaluasi\ berisi soal-soal untuk melatih kemampuan siswa dalam menguasai materi 
dalam bab yang telah dipelajari. 

9. Glosarium , berisi daftar kata-kata sulit yang dijumpai di dalam buku. Glosarium dapat 
kamu gunakan sebagai pegangan atau semacam kamus dalam mempelajari materi. 

10 .Indeks, berisi kata-kata atau istilah penting yang disertai dengan nomor halaman tempat 
kata atau istilah tersebut muncul. Melalui indeks, kamu dapat dengan cepat menemukan 
hal-hal yang sedang dicari. 

11. Notasi atau Simbol , berisi kumpulan simbol atau notasi beserta penjelasannya. 

12. Kunci Jawaban, berupa jawaban dari beberapa soal terpilih. 

Berikut langkah-langkah yang disarankan bagi siswa dalam menggunakan buku 

Matematika ini. 

1. Baca tujuan pembelajaran yang ada di awal bab. 

2. Pelajari peta konsep terlebih dahulu dan perhatikan kata kunci yang akan menjadi 
kunci pembahasan materi dalam bab itu. 

3. Pahami uraian materi dengan saksama dan perhatikan contoh soal yang diberikan 
dengan sebaik-baiknya. 

4. Bila menemukan kata-kata yang sulcar di mengerti atau notasi yang belum dipahami, 
carilah arti kata itu dalam Glosarium yang ditempatkan di akhir buku, sedangkan arti 
notasi dapat kamu temukan dalam Notasi Matematika, juga diletakkan di akhir buku. 

5. Kerjakan latihan soal yang ada di setiap subbabnya. 

6. Baca kembali rangkuman yang ada di akhir bab. 

7. Kerjakan soal-soal yang ada di akhir bab. 
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Statistika 


Menyajikan Data dalam Bentuk Diagram IZf 

Menyajikan Data dalam Bentuk Tabel Distribusi Frekuensi 0 

Menghitung Ukuran Pemusatan, Ukuran Letak, dan Ukuran 0 

Penyebaran Data 


Kalau kamu ke lcantor kelurahan, kantor pajak, kantor sekolah, atau kantor instansi 
pemerintahan, apalcah yang dapat kamu lihat di papan informasi? Biasanya di papan 
informasi terdapat gambar lingkaran, grafilc garis, batang, atau balok-balok. Grafik- 
grafilc itu merupakan gambaran mengenai pencacahan penduduk, perhitungan pajak, 
dan perkembangan kemajuan sekolah. Contoh-contoh tersebut merupakan salah satu 
aplikasi dari konsep statistika. 

Dalam perkembangannya, statistika sekarang banyak dimanfaatkan dalam 
berbagai bidang seperti bidang ekonomi, kedokteran, pertanian dan sebagainya. 
Penelitian jenis manapun dirasa lcurang lengkap apabila tidak memanfaatkan 
perhitungan-perhitungan statistika. Dalam bab ini kamu akan belajar menggunakan 
aturan statistika, sehingga dapat membaca dan menyajikan data dalam bentuk tabel 
dan berbagai diagram serta menghitung ukuran pemusatan, ukuran letak, dan ukuran 
penyebaran data beserta penafsirannya. 
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Membaca data dalam 
bentuk tabel dan 
diagram batang, garis, 
lingkaran, dan ogive 


Menyajikan data dalam 
bentuk tabel dan diagram 
batang, garis, lingkaran, dan 
ogive serta penafsirannya 


Menghitung ukuran 
pemusatan, ukuran letak, 
dan ukuran penyebaran 
data serta penafsirannya 




Sajian data dalam 


Mengidentifikasi 

bentuk diagram 


nilai suatu data 

garis, diagram 


yang ditampilkan 

lingkaran, dan 


pada tabel dari 

diagram batang 


diagram 


Ukuran 
pemusatan 
rataan, modus, 
median 




Ukuran penyebaran, 
jangkauan, 
simpangan, kuartil, 
variansi, dan 
simpangan baku 


Data dalam bentuk 
diagram batang, garis. 
lingkaran, dan ogive 
serta penafsirannya 


Menafsirkan data 
dalam bentuk diagram 
batang, garis, 
lingkaran, dan ogive 


Ukuran letak 
kuartil, desil 


Kata Kunci 



• diagram lingkaran 

• diagram batang 

• ogive 

• histogram 

• rataan 

• modus 

• median 


kuartil 

desil 

persentil 

jangkauan 

simpangan kuartil 

variansi 

simpangan baku 
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Menyajikan Data dalam Bentuk Diagram 


Statistika adalah cabang dari matematika terapan yang mempunyai cara-cara, maksudnya 
mengkaji/membahas, mengumpulkan, dan menyusun data, mengolah dan menganalisis data, 
serta menyajikan data dalam bentuk lcurva atau diagram, menarik kesimpulan, menafsirkan 
parameter, dan menguji hipotesa yang didasarkan pada hasil pengolahan data. Contoh: statistik 
jumlah lulusan siswa SMA dari tahun ke tahun, statistik jumlah kendaraan yang melewati 
suatu jalan, statistik perdagangan antara negara-negara di Asia, dan sebagainya. 

1. Diagram Garis 

Penyajian data statistik dengan menggunakan diagram berbentuk garis luras disebut 
diagram garis lurus atau diagram garis. Diagram garis biasanya digunakan untuk 
menyajikan data statistik yang diperoleh berdasarkan pengamatan dari waktu ke waktu 
secara berurutan. 

Sumbu X menunjukkan waktu-waktu pengamatan, sedangkan sumbu Y menunjukkan 
nilai data pengamatan untuk suatu waktu tertentu. Kumpulan waktu dan pengamatan 
membentuk titik-titik pada bidang XY, selanjutnya lcolorn dari tiap dua titilc yang berdekatan 
tadi dihubungkan dengan garis lurus sehingga akan diperoleh diagram garis atau grafilc 
garis. Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut. 

Contoh soal 

Fluktuasi nilai tukar rupiah terhadap dolar AS dari tanggal 18 Februari 2008 sampai 
dengan tanggal 22 Februari 2008 ditunjukkan oleh tabel sebagai berikut. 


Tanggal 

18/2 

19/2 

20/2 

21/2 

22/2 

Kurs Beli 

Rp. 9.091 

Rp. 9.093 

Rp. 9.128 

Rp. 9.123 

Rp. 9.129 

Kurs Jual 

Rp. 9.181 

Rp. 9.185 

Rp. 9.220 

Rp. 9.215 

Rp. 9.221 


Nyatakan data di atas dalam bentuk diagram garis. 

Penyelesaian 

Jilca digambar dengan menggunakan diagram garis adalah sebagai berikut. 

Fluktuasi nilai tukar rupiah terhadap dolar AS 


A 
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2. Diagram Lingkaran 


Diagram lingkaran adalah penyajian data statistik dengan menggunakan gambar 
yang berbentuk lingkaran. Bagian-bagian dari daerah lingkaran menunjukkan bagian- 
bagian atau persen dari keselurahan. Untulc membuat diagram lingkaran, terlebih dahulu 
ditentukan besarnya persentase tiap objelc terhadap keseluruhan data dan besarnya 
sudut pusat selctor lingkaran. Perhatikan contoh berikut ini. 

Contoh soal 

Ranah privat (pengaduan) dari koran Solo Pos pada tanggal 22 Febraari 2008 ditunjukkan 
seperti tabel berikut. 


No 

Ranah Privat 

Persentase 

1. 

CPN S/Honda/GTT 

5% 

2. 

Perbaikan/pembangunan/gangguan j alan 

9% 

3. 

Masalah lingkungan/ kebersihan 

6% 

4. 

Kesehatan/PKMS/Askeskin 

3% 

5. 

Lalu lintas/penertiban jalan 

6% 

6. 

Revitalisasi/budaya Jawa 

20% 

7. 

Parlcir 

3 % 

8. 

Pekat/penipuan/preman 

7% 

9. 

Persis/olahraga 

10% 

10. 

PKL/bangunan liar 

2% 

11. 

PLN dan PD AM 

2% 

12. 

Provider HP 

7% 

13. 

Tayangan TV/radio/koran 

3 % 

14. 

Lain-lain 

17% 

Jumlah 

100 % 


Nyatakan data di atas dalam bentulc diagram lingkaran. 

Penyelesaian 

Sebelum data pada tabel di atas disajikan dengan diagram lingkaran, terlebih dahulu 
ditentukan besarnya sudut dalam lingkaran dari data tersebut. 

1. CPNS/Honda/GTT = ^ x 360° = 18° 

o 

2. Perbaikan/pembangunan/gangguan jalan = jqq x 360° = 32,4° 

3. Masalah lingkungan/kebersihan = y^y x 360° = 21,6° 

4. Kesehatan/PKMS/Askeskin = y^y x 360° = 10,8° 

5. Lalu lintas/penertiban jalan = y^y x 360° = 21,6° 

90 

6. Revitalisasi/budaya Jawa = yQQ x 360° = 72° 
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7. 


Parkir 


L x 360°= 10,8° 


7 

8. Pekat/penipuan/preman = jqq x 360° = 25,2° 

9. Persis/olahraga = x 360° = 36° 

10. PKL/Bangunan liar = x 360° = 7,2° 

11. PLN dan PD AM = ^ x 360° = 7,2° 

12. Provider HP = x 360° = 25,2° 

13. Tayangan TV/radio/koran = yL x 360°= 10,8° 

14. Lain-lain = ^ x 360° = 61,2° 

Diagram lingkarannya adalah sebagai berikut. 

Ranah Privat 

Perbaikan/pembangunan/ 
gangguan jalan 
9% 

Masalah lingkungan/kebersihan 

6% 

Ke s ehatan/PKM S/ 

Askeskin 
3% 

\ Lalu lintas/penertibanjalan 

6% 


Persis/olahraga / 

10 % 

Pekat/penipuan/preman 
7% 

3. Diagram Batang 

Diagram batang umumnya digunakan untulc menggambarkan perkembangan nilai 
suatu objelc penelitian dalam lcurun walctu tertentu. Diagram batang menunjukkan 
keterangan-keterangan dengan batang-batang tegalc atau mendatar dan sama lebar 
dengan batang-batang terpisah. Perhatikan contoh berikut ini. 



Parkir 

3% 


Revitalis as i/buday a 
Jawa 
20% 


Tayangan 

TV/radio/koran 

3% 

Provider HP 
7% 

PLN dan PDAM 

2% 

PKL/Bangunan liar 

2% 


Lain-lain 

17% 


CPNS/Honda/GTT 

5% 
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Contoh soal 


Jumlah lulusan SMA X di suatu daerah dari tahun 2001 sampai tahun 2004 adalah 
sebagai berikut. 


Tahun 

Jumlah 

2000 

20 

2001 

40 

2002 

50 

2003 

70 

2004 

100 


Nyatakan data di atas dalam bentuk diagram batang. 

Penyelesaian 

Data tersebut dapat disajikan dengan diagram batang sebagai berikut. 

Lulusan SMA X Tahun 2001 - 2004 


G 

a 

C/5 

3 

cd 

G 

a 

PQ 



4. Diagram Batang Daun 

Diagram batang daun dapat diajukan sebagai contoh penyebaran data. Dalam 
diagram batang daun, data yang terkumpul diurutkan lebih dulu dari data ulcuran terkecil 
sampai dengan ukuran yang terbesar. Diagram ini terdiri dari dua bagian, yaitu batang 
dan daun. Bagian batang memuat angka puluhan dan bagian daun memuat angka satuan. 

Perhatikan contoh soal berikut, agar kamu dapat segera memahami. 

Contoh soal 

Buatlah diagram batang-daun dari data berikut. 


45 

10 

20 

31 

48 

20 

29 

27 

11 

8 

25 

21 

42 

24 

22 

36 

33 

22 

23 

13 

34 

29 

25 

39 

32 

38 

50 

5 
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Penyelesaian 

Mula-mula lcita buat diagram batang-daun di sebelah lciri kemudian membuat diagram 
batang-daun di sebelah lcanan agar data terurut. 


Batang 

Daun 

5 

0 

4 

2 5 8 

3 

1 2 3 4 6 8 9 

2 

001223455799 

1 

0 1 

0 

5 8 


Batang 

Daun 

5 

0 

4 

5 8 2 

3 

1 6 3 4 9 2 8 

2 

00971422395 

1 

0 1 

0 

8 5 


Dari diagram batang-daun di atas dapat dibaca beberapa ulcuran tertentu, antara lain: 

a. ulcuran terkecil adalah 5; 

b. ulcuran terbesar adalah 50; 

c. ulcuran lce-1 sampai ulcuran lce-10 berturut-turut adalah 5, 8, 10, 11, 20, 20, 21, 22, 
22 dan 23; 

d. ukuran ke-16 adalah: 29. 


5. Diagram Kotak Garis 


Data statistilc yang dipalcai untulc menggambarlcan diagram kotak garis adalah 
statistilcZ/ma Serangkai , yang terdiri dari data elcstrim (data terkecil dan data terbesar), 
Q v Q v dan Q y Untulc lebih jelasnya, pelajarilah contoh soal berilcut. 

Contoh soal 


Dilcetahui data sebagai berikut: 

41, 52, 66, 86, 91, 65, 86, 88,41, 62,42, 59, 72, 99, 53, 

69, 87, 93, 64,44, 64,42, 92, 54, 78, 86, 92,100, 79,47 

a. Tentulcan statistik Lima Serangkai. 

b. Buatlah diagram kotak garis. 

Penyelesaian 

a. S etelah data diurutlcan menj adi: 

41,41,42,42,44,47, 52, 53, 54, 59, 62, 64, 64, 65, 66, 69 ; 
72, 78, 79, 86, 86, 86, 87, 88, 91, 92, 92, 93, 99,100 


Diperoleh: 


min 


X , = 

maks 

0 . = 
02 = 
03 = 


41 merupakan data yang nilainya terendah 
100 merupakan data yang nilainya tertinggi 
53 merupakan lcuartil bawah 
67,5 merupakan kuartil tengah atau median 
87 merupakan kuartil atas 
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Atau ditulis menjadi: 


Q 2 = 67,5 

Qi = 53 

Q 3 = 87 

•^min 41 

•^max 100 


b. Diagram lcotak garisnya sebagai berikut. 



+ 


i 

i 

i 

i 

02 

i 

i 

i 

i 

i 

i 

0i i 

03 : 

i 

i 

1 • 

• 1 • • 

i 

• 4 


30 40 50 60 70 80 90 100 

Latihan 1 . 1 ^ _ 

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar. 

1. Suhu badan Budi selama 10 hari ditunjukkan oleh tabel berikut. 


Hari ke: 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

Suhu (°C) 

35 

36 

37 

36 

37,5 

38 

37 

38 

38,5 

37 


a. Buatlah diagram garisnya. 

b. Hari ke berapakah suhu terendah Budi. 

c. Hari ke berapakah suhu tertinggi Budi. 


2. Jumlah penduduk dari suatu kelurahan sebanyak 3.600 orang, dengan berbagai 
tingkat pendidikannya ditunjukkan seperti pada gambar berikut. 


Pendidikan 

Jumlah 

SD 

SMP 

SMA/SMK 

Perguruan Tinggi 

100 orang 

500 orang 
2.100 orang 

900 orang 

Jumlah penduduk 

3.600 orang 


Jika data tersebut dibuat diagram lingkaran, maka tentukan: 

a. besarnya sudut sektor lingkaran untulc pendidikan SD, SMP, SMA/SMK 
dan Perguruan Tinggi; 

b. diagram lingkarannya. 
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3. Dari hasil tes matematika lcelas XIIPA sebanyak 20 siswa diperoleh hasil sebagai 
berikut. 

85 52 47 35 39 62 83 52 75 95 

72 65 80 78 76 56 68 85 92 43 

a. Buatlah diagram batang daun dari data di atas. 

b. Berapakah nilai terendah dan tertinggi yang dicapai siswa lcelas XI IPA 

4. Jumlah lulusan SD X dari tahun 2001 sampai dengan tahun 2005 ditunjukkan 
oleh tabel sebagai berikut. 


Tahun 

2001 

2002 

2003 

2004 

2005 

Jumlah 

125 

175 

150 

165 

170 


a. Buatlah diagram batangnya. 

b. Pada tahun berapakah jumlah lulusannya mencapai 175 siswa? 

c. Dari tahun 2001 sampai dengan tahun 2005, tahun berapakah jumlah 
lulusannya terendah? 

5. Di bawah ini adalah daftar berat badan (kg) dari siswa di sebuah lcelas. 

28 33 36 28 35 31 34 25 37 35 

39 38 36 31 35 37 30 33 26 34 

39 40 29 32 35 36 33 27 36 41 

36 35 36 41 36 27 33 36 35 33 

a. Tentulcan statistilc lima serangkai. 

b. Buatlah diagram lcotak garis. 


Q Penyaj an Data dalam Bentuk Tabel Distribusi 
Frekuensi 

Selain dalam bentuk diagram, penyajian data juga dengan menggunalcan tabel distribusi 
frekuensi. Berikut ini alcan dipelajari lebih jelas mengenai tabel distribusi frekuensi tersebut. 

1. Distribusi Frekuensi Tunggal 

Data tunggal seringlcali dinyatalcan dalam bentuk daftar bilangan, namun lcadanglcala 
dinyatalcan dalam bentuk tabel distribusi frekuensi. Tabel distribusi frekuensi tunggal 
merupalcan cara untulc menyusun data yang relatif sedikit. Perhatilcan contoh data berikut. 

5, 4, 6, 7, 8, 8, 6, 4, 8, 6, 4, 6, 6, 7, 5, 5, 3, 4, 6, 6 
8, 7, 8, 7, 5, 4, 9, 10, 5, 6, 7, 6, 4, 5, 7, 7, 4, 8, 7, 6 
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Dari data di atas tidalc tampalc adanya pola yang tertentu maka agar mudah dianalisis 
data tersebut disajikan dalam tabel seperti di bawah ini. 


Nilai 

Tally (Turus) 

Frekuensi 

3 

4 

V 

i 

7 

5 

ItH 

6 

6 

MM 

10 

7 

M 

8 

8 

M 

6 

9 

10 


1 

1 


Daftar di atas sering disebut sebagai distribusi frekuensi dan lcarena datanya 
tunggal maka disebut distribusi frekuensi tunggal. 

2. Distribusi Frekuensi Bergolong 

Tabel distribusi frekuensi bergolong biasa digunakan untulc menyusun data yang 
memiliki kuantitas yang besar dengan mengelompokkan ke dalam interval-interval kelas 
yang sama panjang. Perhatikan contoh data hasil nilai pengerjaan tugas Matematika 
dari 40 siswa kelas XI berikut ini. 


66 

75 

74 

72 

79 

78 

75 

75 

79 

71 

75 

76 

74 

73 

71 

72 

74 

74 

71 

70 

74 

77 

73 

73 

70 

74 

72 

72 

80 

70 

73 

67 

72 

72 

75 

74 

74 

68 

69 

80 


Apabila data di atas dibuat dengan menggunakan tabel distribusi frekuensi tunggal, 
maka penyelesaiannya alcan panjang sekali. Oleh lcarena itu dibuat tabel distribusi 
frekuensi bergolong dengan langlcah-langkah sebagai berikut. 

a. Mengelompokkan ke dalam interval-interval kelas yang sama panjang, misalnya 
65 - 67, 68-70, ... , 80 - 82. Data 66 masuk dalam kelompok 65 - 67. 

b. Membuat turns (tally), untulc menentulcan sebuah nilai termasuk ke dalam kelas 
yang mana. 

c. Menghitung banyalcnya turns pada setiap kelas, kemudian menuliskan banyalcnya 
turns pada setiap kelas sebagai frekuensi data kelas tersebut. Tubs dalam kolom 
frekuensi. 

d. Ketiga langlcah di atas direpresentasilcan pada tabel berikut ini. 
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Hasil Tugas 

Titik Tengah 

Turus 

Frekuensi 

65-67 

68-70 

66 

69 

M 

2 

5 

71-73 

72 

MM 

13 

74-76 

75 

MM 

14 

77-79 

80-82 

78 

81 

i 

4 

2 



Jumlah 

40 


Istilah-istilah yang banyak digunakan dalam pembahasan distribusi frekuensi 
bergolong atau distribusi frekuensi berkelompok antara lain sebagai berikut. 

a. Interval Kelas 

Tiap-tiap kelompok disebut interval kelas atau sering disebut interval atau kelas 
saja. Dalam contoh sebelumnya memuat enam interval ini. 


65 -67 -> 
68 -70 -> 
71-73 -> 
74-76 -> 
77-79 -> 
80- 82 -> 


Interval kelas pertama 
Interval kelas kedua 
Interval kelas lcetiga 
Interval kelas keempat 
Interval kelas kelirna 
Interval kelas lceenam 


b. Batas Kelas 

Berdasarkan tabel distribusi frekuensi di atas, anglca 65, 68, 71, 74, 77, dan 80 
merupakan batas bawah dari tiap-tiap kelas, sedangkan anglca 67, 70, 73, 76, 79, 
dan 82 merupakan batas atas dari tiap-tiap kelas. 


c. Tepi Kelas (Batas Nyata Kelas) 

Untulc mencari tepi kelas dapat dipakai ramus berikut ini. 

Tepi bawah = batas bawah - 0,5 
Tepi atas = batas atas + 0,5 


Dari tabel di atas maka tepi bawah kelas pertama 64,5 dan tepi atasnya 67,5, tepi 
bawah kelas kedua 67,5 dan tepi atasnya 70,5 dan seterusnya. 


d. Lebar kelas 

Untulc mencari lebar kelas dapat dipakai ramus: 
Lebar kelas = tepi atas - tepi bawah 


Jadi, lebar kelas dari tabel diatas adalah 67,5 - 64,5 = 3. 
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e. TitikTengah 

Untuk mencari titilc tengah dapat dipakai rumus: 

Titilc tengah = j (batas atas + batas bawah) 

Dari tabel di atas: titilc tengah lcelas pertama = -j (67 + 65) = 66 

titilc tengah lcedua = j (70 + 68) = 69 
dan seterasnya. 

3. Distribusi Frekuensi Kumulatif 

Daftar distribusi kumulatif ada dua macam, yaitu sebagai berilcut. 

a. Daftar distribusi kumulatif kurang dari (menggunalcan tepi atas). 

b. Daftar distribusi kumulatif lebih dari (menggunakan tepi bawah). 

Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh data berikut ini. 


Data 

Frekuensi 

Tepi Bawah 

Tepi Atas 

41-45 

3 

40,5 

45,5 

46-50 

6 

45,5 

50,5 

51-55 

10 

50,5 

55,5 

56-60 

12 

55,5 

60,5 

61-65 

5 

60,5 

65,5 

66-70 

4 

65,5 

70,5 


Dari tabel di atas dapat dibuat daftar frekuensi kumulatif kurang dari dan lebih 
dari seperti berikut. 


Data 

Frekuensi Kumulatif 
Kurang Dari 

<45,5 

3 

<50,5 

9 

<55,5 

19 

<60,5 

31 

<65,5 

36 

<70,5 

40 


Data 

Frekuensi Kumulatif 
Lebih Dari 

>40,5 

40 

>45,5 

37 

>50,5 

31 

>55,5 

21 

>60,5 

9 

>65,5 

4 


4. Histogram 

Dari suatu data yang diperoleh dapat disusun dalam tabel distribusi frekuensi dan 
disajilcan dalam bentulc diagram yang disebut histogram. Jika pada diagram batang, 
gambar batang-batangnya terpisah maka pada histogram gambar batang-batangnya 
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berimpit. Histogram dapat disajikan dari distribusi frekuensi tunggal maupun distribusi 
frekuensi bergolong. Untulc lebih jelasnya, perhatikan contoh berikut ini. 

Data banyaknya siswa lcelas XIIPA yang tidalc masuk sekolah dalam 8 hari berurutan 
sebagai berikut. 


Hari 

i 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

Banyaknya siswa absen 

5 

15 

10 

15 

20 

25 

15 

10 


Berdasarkan data diatas dapat dibentuk histogramnya seperti berikut dengan membuat 
tabel distribusi frekuensi tunggal terlebih dahulu. 



5. Poligon Frekuensi 

Apabila pada titik-titik tengah dari histogram dihubungkan dengan garis dan batang- 
batangnya dihapus, malca alcan diperoleh poligon frekuensi. Berdasarkan contoh di atas 
dapat dibuat poligon frekuensinya seperti gambar berikut ini. 



Untulc lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut ini. 
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Contoh soal 

Hasil pengukuran berat badan terhadap 100 siswa SMP X digambarkan dalam distribusi 
bergolong seperti di bawah ini. Sajikan data tersebut dalam histogram dan poligon frekuensi. 


Berat Badan (kg) 

Titik Tengah 

Frekuensi 

15-19 

17 

2 

20-24 

22 

10 

25-29 

27 

19 

30-34 

32 

27 

35-39 

37 

16 

40-44 

42 

10 

45-49 

47 

6 

50-54 

52 

5 

55-59 

57 

3 

60-64 

62 

2 



100 


Penyelesaian 

Histogram dan poligon frekuensi dari tabel di atas dapat ditunjuklcan sebagai berikut. 



6. Poligon Frekuensi Kumulatif 

Dari distribusi frekuensi kumulatif dapat dibuat grafilc garis yang disebut poligon 
frekuensi kumulatif Jilca poligon frekuensi kumulatif dihaluskan, diperoleh kurva yang 
disebut kurva ogive. Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut ini. 

Contoh soal 


Hasil Ulangan 

Frekuensi 

65-67 

2 

68-70 

5 

71-73 

13 

74-76 

14 

77-79 

4 

80-82 

2 


40 


Hasil tes ulangan Matematika terhadap 
40 siswa kelas XI IPA digambarkan dalam 
tabel di samping. 

a. Buatlah daftar frekuensi kumulatif kurang 
dari dan lebih dari. 

b. Gambarlah ogive naik dan ogive turun. 
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Frekuensi kumulatif 


l_ 


Penyelesaian 

a. Daftar frekuensi kumulatif kurang dari dan lebih dari adalah sebagai berikut. 


Data 

Frekuensi Kumulatif 
Kurang Dari 

<67,5 

2 

<70,5 

7 

<73,5 

20 

<76,5 

34 

<79,5 

38 

< 82,5 

40 


Data 

Frekuensi Kumulatif 
Lebih Dari 

>64,5 

40 

>67,5 

38 

>70,5 

33 

>73,5 

20 

>76,5 

6 

>79,5 

2 


b. Ogive naik dan ogive turun 

Daftar frekuensi kumulatif kurang dari dan lebih dari dapat disajikan dalam bidang 
Cartesius. Tepi atas (67,5; 70,5; ...; 82,5) atau tepi bawah (64,5; 67,5; ...; 79,5) 
diletaklcan pada sumbu X sedangkan frekuensi kumulatif kurang dari atau frekuensi 
kumulatif lebih dari diletaklcan pada sumbu Y. Apabila titik-titik yang diperlukan 
dihubungkan, malca terbentuk lcurva yang disebut ogive. Ada dua macam ogive, 
yaitu ogive naik dan ogive turun. Ogive naik apabila grafilc disusun berdasarkan 
distribusi frekuensi kumulatif kurang dari. Sedangkan ogive turun apabila ber¬ 
dasarkan distribusi frekuensi kumulatif lebih dari. 

Ogive naik dan ogive turun data di atas adalah sebagai berikut. 
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Latihan 2.2J) 
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Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar. 

1. Diketahui data sebagai berikut. 

80 66 74 74 70 71 78 74 72 67 

72 73 73 72 75 74 74 74 72 72 

66 75 74 73 74 72 79 71 75 75 

78 69 71 70 79 80 75 76 68 68 

Nyatakan data tersebut ke dalam: 

a. distribusi frekuensi tunggal, 

b. Distribusi frekuensi bergolong dengan lcelas 65 - 67, 68 - 70, 71 - 73, 
74-76, 77-79, 80-82. 



Diketahui daftar distribusi frekuensi sebagai berikut. 


Nilai 

Frekuensi 

21-30 

2 

31-40 

8 

41-50 

9 

51-60 

6 

61-70 

3 

71-80 

2 

81-90 

8 

91 - 100 

6 


Dari tabel di samping, tentukan: 

a. banyaknya lcelas, 

b. batas bawah lcelas ke lima, 

c. batas atas lcelas ke enam, 

d. tepi bawah lcelas ke tujuh, 

e. tepi atas lcelas ke delapan, 

f. titik tengah masing-masing lcelas, 

g. panjang lcelas. 


3. Nilai ulangan matematika dari 40 siswa adalah sebagai berikut. 

72 74 78 74 79 75 72 71 74 67 

73 72 72 73 75 74 73 74 74 75 

75 73 66 74 74 79 70 72 71 72 

69 70 80 71 70 75 77 80 76 68 

a. Susunlah tabel distribusi frekuensi bergolong dari data tersebut ke dalam 
interval-interval 65 - 67, 68 - 70, dan sebagainya. 

b. Berapakah banyaknya interval kelas yang lcamu buat? 

c. Sebutlcan batas-batas dan tepi-tepi kelasnya. 

d. Berapa lebar kelasnya? 

e. Sebutlcan titik-titik tengahnya. 
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4. Dari tabel pada soal nomor 2, lengkapilah tabel berikut ini. 


Data 

Frekuensi Kumulatif 
Kurang Dari 

<30,5 

< 

< 

< 

< 

< 

2 

10 


Data 

Frekuensi Kumulatif 
Lebih Dari 

>30,5 

> 

> 

> 

> 

> 

6 


5. Perhatikan data berikut. 


Hasil Pengukuran 

Frekuensi 

119-127 

3 

128-136 

6 

137-145 

10 

146-154 

11 

155-163 

5 

164-172 

3 

173-181 

2 


Nyatakan daftar distribusi frekuensi 
data berkelompok di samping ke 
dalam daftar frekuensi relatif dan 
kumulatif kemudian gambarlah: 

a. histogram, 

b. poligon frekuensi, 

c. ogivenya. 


( Tu gas Kelompok ^ 


' 4 ^ Aj M‘ 


Buatlah kelasmu menjadi beberapa kelompok untulc mengerjakan tugas berikut 
secara berkelompok. 



Dalam suatu ulangan matematika, dari 80 siswa lcelas XIIPA diperoleh nilai sebagai 
berikut. 


Nilai Ulangan 

/ 

31-40 

1 

41-50 

2 

51-60 

5 

61-70 

15 

71-80 

25 

81-90 

20 

91 - 100 

12 


80 


* 

K 

W, 

£ 

V 

r 


Berdasarkan data di atas, buatlah: 

1. tabel frekuensi kumulatif lcurang dari, 

2. tabel frekuensi kumulatif lebih dari, 

3. ogive naik, 

4. ogive turun. 
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0 Menghitung Ukuran Pemusatan, Ukuran Letak, dan 
Ukuran Penyebaran Data 


Ukuran pemusatan serta penafsirannya suatu rangkaian data adalah suatu nilai dalam 
rangkaian data yang dapat mewakili rangkaian data tersebut. Suatu rangkaian data biasanya 
mempunyai kecenderungan untulc terkonsentrasi atau terpusat pada nilai pemusatan ini. 
Ukuran statistik yang dapat menjadi pusat dari rangkaian data dan memberi gambaran singkat 
tentang data disebut ukuran pemusatan data. Ukuran pemusatan data dapat digunakan 
untulc menganalisis data lebih lanjut. 


1. Ukuran Pemusatan Data 

Ukuran pemusatan data terdiri dari tiga bagian, yaitu mean, median, dan modus. 

a. Rataan Hitung (Mean ) 

Rataan hitung seringkali disebut sebagai ukuran pemusatan atau rata-rata hitung. 
Rataan hitung juga dikenal dengan istilah mean dan diberi lambang 3c. 


1) Rataan data tunggal 


Rataan dari sekumpulan data yang banyaknya n adalah jumlah data dibagi 
dengan banyaknya data. 


Rataan 


X 2 + X 3 + ... + X n 


n 


X x i 

atau x = —— 

n 


Keterangan : ^x = jumlah data 

n = banyaknya data 
x. - data Ice-/ 


Untulc lebih jelasnya, pelajarilah contoh soal berilcut ini. 

Contoh soal 

Dari hasil tes 10 siswa lcelas XI diperoleh data: 3, 7, 6, 5, 3, 6, 9, 8, 7, dan 6. 
Tentulcan rataan dari data tersebut. 

Penyelesaian 

— 3+7+6+5+3+6+9+8+7+6 60 

* --To- = To - 6 ' 0 

Jadi, rataannya adalah 6,0. 

2) Rataan dari data distribusi frekuensi 

Apabila data disajilcan dalam tabel distribusi frekuensi maka rataan dirumuslcan 
sebagai berikut. 
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- _ f X l + fl X 2 + f X 2 + •— + f„ X n 


n 

If 


X. 


X = 


f+f 2 + ... + /„ 


ataU X — 




n 

If 

i =1 


Keterangan : ^ = frekuensi untulc nilai x 

x. - data lce-z 

i 

Untulc lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut ini. 

Contoh soal 


Berdasarkan data hasil ulangan harian Matematika di kelas XIIPA, enam siswa 
mendapat nilai 8, tujuh siswa mendapat nilai 7, lima belas siswa mendapat nilai 6, 
tujuh siswa mendapat nilai 5, dan lima siswa mendapat nilai 4. Tentukan rata-rata 
nilai ulangan harian Matematika di kelas tersebut. 

Penyelesaian 

Tabel nilai ulangan harian Matematika kelas XI IPA. 


Nilai (x/) 

Frekuensi (/,) 

fi ' •**/ 

4 

5 

20 

5 

7 

35 

6 

15 

90 

7 

7 

49 

8 

6 

48 


5 

5 


O 

"Ti¬ 

ll 

w 

I f ■ x , - 242 


i= 1 

i- 1 



242 

40 


6,05 


Jadi, rataan nilai ulangan harian Matematika di kelas XI IPA adalah 6,05. 

3) Mean data bergolong 

Rata-rata untulc data bergolong pada hakikatnya sama dengan menghitung rata- 
rata data pada distribusi frekuensi tunggal dengan mengambil titik tengah kelas 
sebagai x. Perhatikan contoh soal berikut ini. 
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Contoh soal 


Tentukan rataan dari data berikut ini. 


Herat Badan (kg) 

Frekuensi 

40-44 

i 

45-49 

6 

50-54 

10 

55-59 

2 

60-64 

1 


Penyelesaian 


Herat Hadan 
(kg) 

Titik Tengah 

(x) 

ft 

fi ’ •**/ 

40-44 

42 

1 

42 

45-49 

47 

6 

282 

50-54 

52 

10 

520 

55-59 

57 

2 

114 

60-64 

62 

1 

62 



tfi =20 

i= 1 

tfrx = 1-020 

i= 1 


Rataan 




1.020 

20 



Jadi, rataannya adalah 51. 


Selain dengan cara di atas, ada cara lain untuk menghitung rataan yaitu dengan 
menentukan rataan sementara terlebih dulu sebagai berikut. 

a. Menentukan rataan sementaranya. 

b. Menentukan simpangan ( d) dari rataan sementara. 

c. Menghitung simpangan rataan barn dengan rumus berikut ini. 

d. Menghitung rataan sesungguhnya. 



Keterangan : x = rata-rata sementara 


I ffd t 


i— 1 


=jumlah frekuensi x simpangan 
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Perhatikan contoh soal berikut ini. 

Contoh soal 

1. Carilah rataan dari data berikut dengan menggunakan rataan sementara. 


Data 

/ 

4 

3 

5 

7 

6 

10 

7 

4 

8 

6 


Penyelesaian 


Data 

ft 

d; 

fi * di 

4 

3 

-2 

-6 

5 

7 

-1 

-7 

6 

10 

0 

0 

7 

4 

1 

4 

8 

6 

2 

12 


O 

m 

II 


tffd i = 3 

i= 1 


Diambil rata-rata sementara 6 . 

Ifrdi 3 

Simpangan rataan = —-r-= ^77 = 0,1 

Zf, 30 

i= 1 

Rataan = rataan sementara + simpangan rataan 

= 6 + 0,1 = 6,1 

2. Dari penimbangan berat badan 40 siswa kelas XIIPA digambarkan data bergolong 
seperti pada data di bawah ini. Tentukan rataan dari data tersebut dengan 
menggunakan rataan sementara. 


Herat Badan 

Frekuensi 

54-56 

1 

57-59 

2 

60-62 

5 

63-65 

9 

66-68 

12 

69-71 

8 

72-74 

2 

75-77 

1 
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Penyelesaian 

Dari tabel distribusi frekuensi bergolong, misalnya diambil rataan sementara 
( x s ) = 67, malca dapat dibuat tabel yang lebih lengkap seperti berikut ini. 


X /; • d, 


— — . i -1 

X = X. +- 


8 


= 67 + 




^-42 ^ 

V 4 0 y 


= 67 - 1,05 = 65,95 


i— 1 


Berdasarkan hasil tersebut, ternyata diperoleh nilai rataannya yaitu 65,95. 


^Latihan 1 . 3 ^ _ 

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar. 

1. Diketahui data: 5, 7, 9, 6,4, 3, 2, 1. 

Hitunglah rataan hitungnya. 

2. Hitunglah rataan hitung data di bawah ini. 


Data 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

Frekuensi 

4 

5 

7 

8 

12 

3 

1 


3. Nilai matematika dari dua puluh siswa di kelas XIIPA adalah sebagai berikut: 

65 75 66 80 73 75 68 67 75 77 

70 71 60 55 65 63 60 70 70 66 

Tentukan rataan hitung (mean) dari data tersebut. 
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4. Tentukan mean dari data berikut: 


Tinggi Badan (cm) 

/ 

150-154 

5 

155-159 

6 

160-164 

10 

165-169 

7 

170-174 

2 


5. Dari pengukuran berat badan terhadap 
50 siswa lcelas XI IPA digambarkan 
seperti tabel di samping ini. 

Tentukan rataan dengan menggunakan 
rataan sementara 57. 


Berat (kg) 

Frekuensi 

50-52 

4 

53-55 

8 

56-58 

20 

59-61 

10 

62-64 

8 


6 . Diketahui suatu data yang digambarkan pada histogram sebagai berikut. 


"55 1 5 
a lo 

<D 


2 

CD 



5 



► Nilai 


Berdasarkan histogram di atas, tentukan rataannya. 


b. Median 


1) Median untuk data tunggal 


Median adalah suatu nilai tengah yang telah diurutkan. Median dilambangkan 
Me. Untuk menentukan nilai Median data tunggal dapat dilakukan dengan 
cara: 

a) mengurutkan data kemudian dicari nilai tengah, 

b) jilca banyaknya data besar, setelah data diurutkan, digunakan rumus: 

• Untuk n ganjil: Me = x, 

x n 

2 2 

• Untuk n genap: Me = -^- 

Keterangan : x K = data pada urutan ke- setelah diurutkan. 

2 Z 
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Untulc lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut. 

Contoh soal 

Dari data di bawah ini, tentukan mediannya. 

1. 2, 5,4, 5, 6, 7, 5, 9, 8,4, 6, 7, 8 


Nilai 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

Frekuensi 

3 

5 

6 

8 

12 

6 

7 

3 


Penyelesaian 

1. Data diuratkan menj adi: 

2, 4, 4, 5, 5, 5, 6, 6, 7, 7, 8, 8, 9 


2. 


Me 

Jadi, mediannya adalah 6. 

Banyaknya data n = 50 (genap), digunakan rumus: 


Me = 


*50 ' *50 ,, 
2 2 


x 25 + x 26 


6 + 6 


= 6 


2) Median untuk data bergolong 


Jilca data yang tersedia merupakan data bergolong, artinya data itu 
dikelompokkan ke dalam interval-interval lcelas yang sama panjang. Untuk 
mengetahui nilai mediannya dapat ditentukan dengan rumus berikut ini. 


Me = b 2 + c 




f 


\ 




Keterangan: b 2 

c 


N 

F 



tepi bawah kelas median 
lebar kelas 
banyaknya data 

frekuensi kumulatif kurang dari sebelum kelas median 
frekuensi kelas median 


Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut ini. 


Contoh soal 


Nilai 

Frekuensi 

40-49 

4 

50-59 

5 

60-69 

14 

70-79 

10 

80-89 

4 

90-99 

3 


Tentukan median dari data tes Matematika 
terhadap 40 siswa kelas XI IPA yang di- 
gambarkan pada tabel distribusi frekuensi di 
samping. 
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Penyelesaian 

Banyaknya data ada 40 sehingga letalc 


mediannya pada frekuensi \ • 40 =20. 


b = = 59,5 



= 10 
= 14 
= 40 
= 9 


Nilai 

/ 

F kumulatif 

40-49 

4 

4 

50-59 

5 

9 

60-69 

14 

23 

70-79 

10 

33 

80-89 

4 

37 

90-99 

3 

40 


Maka Me = 


b 2 + c 




■o|i— * 

-1^ 

O 

1 

/ 

=59,5 + 10 

14 

v 7 


l 7 


20-9 ^ 


= 59,5 + 10 




14 




= 59,5 + 7,86 
= 67,36 


^Latihan 1.4^) _ 

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar. 
Tentukan median dari data berikut ini. 

1. Data: 5, 5, 6,4, 3, 7, 8, 9, 10, 6,4, 3, 6, 8 


Nilai 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

Frekuensi 

2 

12 

14 

6 

5 

1 


Skor 

Frekuensi 

52 

3 

56 

6 

60 

10 

64 

20 

68 

40 

72 

20 

76 

9 

80 

2 
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Tinggi Badan 
(Kelas) 

Frekuensi 

141 - 145 

3 

146-150 

5 

151 - 155 

5 

156-160 

18 

161 - 165 

7 

166-170 

2 


Data 

(Berat Badan) 

Frekuensi 

45-47 

2 

48-50 

6 

51-53 

8 

54-56 

15 

57-59 

10 

60-62 

7 

63-65 

2 


c. Modus 

Modus ialah nilai yang paling sering muncul atau nilai yang mempunyai frekuensi tertinggi. 
Jika suatu data hanya mempunyai satu modus disebut unimodal dan bila memiliki dua 
modus disebut bimodal , sedangkan jika memiliki modus lebih dari dua disebut 
multimodal. Modus dilambangkan dengan Mo. 

1) Modus data tunggal 

Modus dari data tunggal adalah data yang sering muncul atau data dengan frekuensi 
tertinggi. Perhatikan contoh soal berikut ini. 

Contoh soal 

Tentukan modus dari data di bawah ini. 
a. 2, 1,4, 1, 1, 5, 7, 8, 9, 5, 5, 10 


Nilai 

Frekuensi 

4 

5 

5 

10 

6 

14 

7 

6 

8 

5 
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Penyelesaian 

a. 1, 1, 1, 2,4, 5, 5, 5, 7, 8, 9, 10 

Data yang sering muncul adalah 1 dan 5. Jadi modusnya adalah 1 dan 5. 

b. Berdasarkan data pada tabel, nilai yang memiliki frekuensi tertinggi adalah 6. 
Jadi, modusnya adalah 6. 

2) Modus data bergolong 

Modus data bergolong dirumuskan sebagai berikut: 


d , + d 9 
1 2 


Mo = b Q + l 


Keterangan : b Q = tepi bawah kelas median 

/ = lebar kelas (lebar kelas) 

d 1 = selisih frekuensi kelas modus dengan kelas sebelumnya 
d 2 = selisih frekuensi kelas modus dengan kelas sesudahnya 

Untulc lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut ini. 

Contoh soal 

Tentukan modus dari tabel di bawah ini. 


Nilai 

Frekuensi 

50-54 

2 

55-59 

4 

60-64 

6 

65-69 

18 

70-74 

9 

75-79 

15 

80-84 

6 


Penyelesaian 

Frekuensi modusnya 18, kelas modusnya 65 - 69, dan tepi bawah frekuensi modus 
0 b ) = 64,5 

d x = 18-6= 12 
d 2 = 18-9 = 9 
/ = 69,5 - 64,5 = 5 


/ 


Mo = b n + 


o 


d x 


\ 


d x + d~ 


\ 


7 


l = 64,5 + 


12 'l 




7 


12 + 9 
= 64,5 + 2,86 =67,36 


5 = 64,5 + 


12 

21 


• 5 
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Latihan 1 . 5 ^) _ 

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar. 

1. Tentukan modus dari data di bawah ini. 

a. 2,4, 3, 6, 7, 8, 2, 6, 7, 5, 2, 1, 5 

b. 8, 9, 5, 6, 8, 2, 1, 3,4, 5 

2. Hasil pengukuran daun anthurium diperoleh data sebagai berikut. 


Ukuran (cm) 

3,1 

3,4 

4,2 

4,9 

5,1 

5,5 

6,5 

Frekuensi 

4 

6 

12 

15 

7 

3 

2 


Tentukan modusnya. 


3. Dalam mengerjakan soal Matematika yang 
sulcar terhadap 25 siswa diperoleh walctu 
dalam menit seperti terlihat pada tabel di 
samping. Tentukan modusnya. 


4. Tentukan modus dari data tinggi badan 40 analc yang disajikan pada tabel di 
bawah ini. 


Nilai 

Frekuensi 

2 

2 

5 

6 

8 

10 

11 

4 

14 

3 


Tinggi (cm) 

Frekuensi 

119-127 

3 

128-136 

6 

137-145 

10 

146-154 

11 

155-163 

5 

164-172 

3 

173-181 

2 


2. Ukuran Letak 

Selain ukuran memusat, ada juga yang disebut ukuran letak. Adapun ukuran letak 
meliputi: kuartil (Q), desil ( D ), dan persentil ( P ). 

a. Kuartil (Q) 

Seperti yang sudah dibahas sebelumnya, bahwa median membagi data yang telah 
diurutkan menjadi dua bagian yang sama banyalc. Adapun kuartil adalah membagi 
data yang telah diurutkan menjadi empat bagian yang sama banyalc. 
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1 1 1 1^ , 
j bagian j bagian — bagian J bagian 



*^min Q\ Qi 03 *^maks 


Keterangan: x . = data terkecil 

° min 

x , = data terbesar 

maks 

Q l = kuartilke-1 
Q 2 = kuartil ke-2 
Q 3 = kuartil ke-3 


1) Kuartil data tunggal 

Untuk mencari kuartil data tunggal telah dibahas pada sub bab statistik lima 
serangkai. Pada sub bab ini alcan diberikan rumus yang lebih mudah jilca data 
yang disajikan lebih banyalc. 

Letalc dari Q dirumuskan sebagai berikut. 

Letak Q. = 

Keterangan: Q. = kuartil ke-z 

n = banyalc data 

Contoh soal 

1. Tentukan Q v Q v dan Q 3 dari data : 3, 4, 7, 8, 7, 4, 8, 4, 9, 10, 8, 3, 7, 12. 

Penyelesaian 

Data yang telah diurutkan: 3, 3,4,4,4, 7, 7, 7, 8, 8, 8, 9, 10, 12. 


Letak Q adalah: 1(^ + 1) 
^ 4 


^ = 3-| sehingga 



X 3 + | ( X 4 - X 3 ) 

4 + 1 (4 _ 4) = 4 


Letak 0 adalah: ^ 

2 4 2 

Q 2 = x 7 + j- (x 7 - X 6 ) 
= 7+^- (7-7) = 7 


7— sehingga: 


Statist! ka 31 


















Letak Q adalah: ^(14 +1) _ 45 

4 4 


1 


—11 i_ sehingga: 
4 

1 


03 = X U + 4 ( x n - X 11 ) = 8 + 4 (9 - 8 ) 

- *i 

= 8,25 

Jadi Q x = 4,Q 2 = 7, Q 3 = 8,25. 

2. Dalam suatu tes terhadap 50 siswa didapat tabel frekuensi tunggal sebagai 
berikut. 


Nilai 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

Frekuensi 

3 

5 

6 

8 

12 

6 

7 

3 


Berdasarkan data di atas, tentukan kuartil lce-2. 

Penyelesaian 

Banyaknya data 50. 


Letak Q 2 = x 25 + ^ (* 2 5 



Jadi kuartil lce-2 adalah 6. 


6 + (6 - 6 ) 

6+f0 

6 


2) Kuartil data bergolong 


Menentulcan letak kuartil untulc data bergolong, caranya sama dengan data tunggal. 
Nilai kuartil dirumuslcan sebagai berikut. 



Keterangan : Q = kuartil Ice-/(1, 2, atau 3) 

b = tepi bawah kelas kuartil ke-/ 

N = banyaknya data 

F = frekuensi lcumulatif kelas sebelum kelas kuartil 
/ = lebar kelas 

/ = frekuensi kelas kuartil 

Untulc lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut ini. 
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Contoh soal 


Tentukan Q (kuartil bawah), Q 2 (median), dan Q 3 (kuartil atas) dari data tes 
Matematika terhadap 40 siswa kelas XIIPA berikut ini. 


Nilai 

Frekuensi 

40-49 

4 

50-59 

5 

60-69 

14 

70-79 

10 

80-89 

4 

90-99 

3 


Penyelesaian 


Nilai 

Frekuensi 

F kumulatif 


40-49 

4 

4 


50-59 

5 

9 


60-69 

14 

23 - 

01,02 

70-79 

10 

33 - 

-> 03 

80-89 

4 

37 


90-99 

3 

40 



Letalc Q J pada frekuensi = ^ • 40 = 10 di kelas 60-69. 



= A + / 


/ /Af ^ C 


(1 •40 _3 



4 ^ 

= 59,5 + 10 

4 9 

= 59,5 + 10 

f 10-9 3 

/ 

14 

l 14 J 

V 7 





= 59,5 + 


1 

14 


= 59,5 + 0,07 = 59,57 


Letalc Q 2 pada frekuensi = ^ • 40 = 20 di kelas 60-69. 


( iN _ ^ 


Q, = b 2 + l 


f 






= 59.5 + 10 


J 


14 




^ 20-9 ^1 


= 59.5 + 10 


V 


14 


7 


7 


= 59,5 + 7,86 = 67,36 


Letalc Q pada frekuensi = -r • 40 = 30 di kelas 70-79. 


6 jjv _ ^7 ^ 


e , = *, + / 


/ 




3 ■ 40 N 

- 23 


= 69,5 + 10 


7 


10 


V 


= 69.5 + 10 


30 - 23 


V 


10 


7 


7 


= 69,5 + 7= 76,5 
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3) Jangkauan interkuartil dan semi interkuartil 

a) Jangkauan adalah selisih antara nilai terbesar dan nilai terkecil, dilambangkan 
dengan J. 


J = x , — x . 

maks min 


b) Jangkauan interkuartil (//) adalah selisih antara kuartil lcetiga dan kuartil pertama: 


H=Q i -Q l 

c) Jangkauan semi interkuartil (Q d ) atau simpangan kuartil dirumuskan: 


e„ - t <e, - e,) 


d) Langkah (L) adalah satu setengah dari nilai jangkauan interkuartil: 


L=\ (Q 3 - Q { ) atau L = 


b. Desil dan Presentil Data Tunggal 
1) Desil untuk data tunggal 

Jilca median membagi data menjadi dua bagian dan kuartil membagi data menjadi 
empat bagian yang sama, maka desil membagi data menjadi sepuluh bagian 
yang sama besar. 


■i— 

x . 

min 


+ 


+ 


+ 


+ 


+ 


+ 


+ 


4 - 


D , D 2 D < D 4 D S D 6 0 - D s D, 


■4 

X 


Sehingga letalc dari D. (desil ke-z) diringkas. 


Letak D • di urutan data ke - 


i(n + 1 ) 
10 


Keterangan : D = desil ke-z 

z = 1,2, 3,..., 9 

n = banyaknya data 

Perhatikan contoh soal berikut ini. 

Contoh soal 

Diketahui data: 9, 10, 11, 6, 8, 7, 7, 5,4, 5. Tentukan: 

1 . desil lce-2, 

2. desil lce-4. 
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Penyelesaian 

Data diurutkan: 4, 5, 5, 6 , 7, 7, 8 , 9, 10, 11 

2(10 + 1 ) _ 22 __ 

Letak desil lce-2 diurutan data ke- ——-- — - 2,2 

D 2 terletak pada urutan ke-2,2 sehingga: D 2 = x 2 + 0,2 (x 3 - x 2 ). 
Jadi D 2 = 5 + 0,2 (5 - 5) = 5 + 0 = 5,0. 


Letak desil lce-4 di urutan data ke- 


4(10 + 1) 

To 


D 4 terletak pada urutan ke-4,4 sehingga: D 4 
Jadi D 4 = 6 + 0,4 (7 - 6 ) = 6 + 0,4 = 6,4. 



x 4 + 0,4 (x 5 



2) Persentil untuk data tunggal 


Jika data dibagi menjadi 100 bagian yang sama, maka ulcuran itu disebut persentil. 
Letak persentil dirumuskan dengan: 


Letak P { di urutan data ke- 


i(n + 1 ) 
100 


Keterangan : P = persentil Ice-/ 

/ = 1,2,3,..., 99 

n = banyalcnya data 

Untuk lebih jelasnya, pelajarilah contoh soal berikut ini. 

Contoh soal 

Dilcetahui: 9,10,11, 6 , 8 , 7, 7, 5,4, 5, tentukan persentil ke-30 dan persentil ke-75. 

Penyelesaian 

Data diurutkan: 4, 5, 5, 6 , 7, 7, 8 , 9, 10,11 

3(10 + 1) 330 

Letak persentil ke-30 di urutan data ke--—-= 3,3. 

F 100 100 

P 30 = x 3 + 0,3 (* 4 - x 3 ) = 5 + 0,3 (6 - 5) = 5,3 
Jadi, P 30 = 5,3. 

75(10 + 1) 

Letak persentil ke-75 di urutan data ke---- = 8,25. 

F 100 

P 15 =x s + 0,25 (x 9 -x 8 ) = 9 + 0,25 (10 - 9) = 9,25 
Jadi, P 75 = 9,25. 
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c. Desil dan Persentil untuk Data Bergolong 


Nilai desil Ice-/ dari data bergolong dirumuskan sebagai berikut. 

Keterangan : 



D desil ke-/ 
n = banyalc data 

F = frekuensi kumulatif kelas sebelum 

lcelas desil 

/ = frekuensi kelas desil 

b = tepi bawah kelas 

/ = lebar kelas 


Bila data dibagi menjadi 100 bagian yang sama malca ulcuran itu disebut persentil . 

i(n +1) 

Letalc dari persentil dapat dirumuskan dengan: P { = . Sedangkan nilai 

persentil ke-/ dari data bergolong dirumuskan sebagai berikut. 



Keterangan : 

P = persentil ke-/ 

b tepi bawah 

n = banyaknya data 

F = frekuensi kumulatif kelas sebelum 

kelas persentil 

/ = frekuensi kelas persentil 

/ = lebar kelas 


Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut ini. 

Contoh soal 


Diketahui data pada tabel bergolong di samping. 
Dari data tersebut tentukan: 

a. desil ke -1 

b. desil ke-9 

c. persentil ke-2 5 

d. persentil lce-60 

Penyelesaian 


X 

/ 

41-45 

3 

46-50 

6 

51-55 

16 

56-60 

8 

61-65 

7 



/ 

F kumulatif 

41-45 

3 

3 

46-50 

6 

9 

51-55 

16 

25 

56-60 

8 

33 

61-65 

7 

40 
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a. Letak D = 4 yaitu pada data ke-4 dan kelas Z> = 46 - 50 sehingga diperoleh: 


D. = 45.5 + 


^1 ‘ 40 _ t ^ 
10 


V 


(4-3) _ 

5 = 45,5 + ^—-—-• 5 


/ 


45,5 + 0,83 
46,33 

9-40 


b. Letak D q = = 36 yaitu data ke-36 dan kelas D q = 61 - 65 sehingga diperoleh: 


D s = 


60,5 + 


9-40 
10 


-33 


\ 


7 




5 = 60,5 + 


(36 - 33) • 5 
7 


7 


60,5 + 2,13 
62,63 


c. Letak P = 
diperoleh: 


25 

100 


40 = 10 yaitu pada data ke-10 dan kelas P =51-55 sehingga 


25-40 „3 


P 25 = 50,5 + 


100 


-9 


16 


V 


10-9 ^ 


5 = 50.5 + 


V 


16 


J 




= 50,5 + 0,31 

= 50,81 

60 /in 

d. Letak P 60 = = 24, yaitu pada data lce-24 dan kelas P 60 = 56-60 sehingga 


60 

diperoleh: 


^ 0 = 55 ’ 5 + 


60-40 _ 5 

TOO - 


8 


V 


7 


= 55,5 + 


24 - 25 3 




8 


7 


55,5-0,625 

54,825 
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Latihan 1 . 6 ^) 


Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar. 

1. Tentukan Q v Q v dan Q 3 dari data berikut: 

a. 2, 5,4, 6, 3,4, 8 

b. 4,9,12,6,3,11,7,2 

2. Tentukan Q v Q v dan Q 3 dari data berikut: 


Nilai 

Frekuensi 

3 

5 

4 

6 

5 

10 

6 

15 

7 

9 

8 

6 

9 

2 


3. Diketahui data sebagai berikut. 

10 12 15 33 38 40 42 43 43 46 48 48 48 50 52 

53 54 56 57 58 58 59 60 62 64 65 68 84 89 96 

Tentukan: 

a- Q v Q 2 , dan 0 3 ; 

b. j angkauan inter kuartil (//); 

c. j angkauan semi inter kuartil (Q d )l 

d. langkah ( L ). 


Data 

/ 

41-45 

3 

46-50 

6 

51-55 

10 

56-60 

12 

61-65 

5 

66-70 

4 


Berat Badan 
(kg) 

/ 

35-39 

3 

40-44 

11 

45-49 

16 

50-54 

25 

55-59 

15 

60-64 

9 

65-69 

1 


Diketahui data seperti pada tabel di samping. 
Tentukan Q v Q v dan Q y 


Dalam pengukuran berat badan terhadap 
80 siswa lcelas XIIPA seperti digambarkan 
tabel di samping. 

Tentukan kuartil bawah median (Q 2 ), 
dan kuartil atas ( Q 3 ). 
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6 . Dari data: 14, 12, 8, 6, 15,10, 2, 9,4, 3, tentukan: 

a. desil lce-2, c. persentil lce-30, 

b. desil lce-4, d. persentil lce-75, 


Herat Badan (kg) 

Frekuensi 

41-45 

3 

46-50 

6 

51-55 

16 

56-60 

8 

61-65 

7 


Berdasarkan data yang disajikan pada tabel di atas, tentulcanlah: 

a. desillce-5, c. persentil ke-34, 

b. desil lce-8, d. persentil ke-79. 


3. Ukuran Penyebaran 


Ulcuran pemusatan yaitu mean, median dan modus, merupalcan informasi yang 
memberilcan penjelasan lcecenderungan data sebagai walcil dari beberapa data yang 
ada. Adapun ukuran penyebaran data memberilcan gambaran seberapa besar data 
menyebar dari titilc-titilc pemusatan. 

Ukuran penyebaran meliputi janglcauan (range), simpangan rata-rata (deviasi rata- 
rata) dan simpangan balcu (deviasi standar). 

a. Jangkauan(Range) 

Ukuran penyebaran yang paling sederhana (lcasar) adalah jangkauan (range) atau 
rentangan nilai, yaitu selisih antara data terbesar dan data terkecil. 


1) Range data tunggal 

Untulc range data tunggal dirumuskan dengan: 



Pelajarilah contoh soal berikut ini. 

Contoh soal 

Tentukan range dari data-data di bawah ini. 
6 , 7, 3,4, 8, 3, 7, 6,10,15,20 

Penyelesaian 

Dari data di atas diperoleh i . =20 dan x 

r maks 

Jadi, R = x . - x 

7 maks nun 

= 20-3 =17 


min 


= 3 
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2) Range data bergolong 

Untuk data bergolong, nilai tertinggi diambil dari nilai tengah lcelas tertinggi 
dan nilai terendah diambil dari nilai lcelas yang terendah. 

Contoh soal 

Tentukan range dari tabel berikut ini. 


Nilai 

Frekuensi 

3-5 

3 

0© 

1 

VO 

6 

9-11 

16 

12-14 

8 

15-17 

7 

18-20 

10 


Penyelesaian 

Nilai tengah lcelas terendah = 

Nilai tengah lcelas tertinggi = 
Jadi, R =19-4=15. 


3 + 5 
2 

18 + 20 
2 


= 4 
= 19 


b. Simpangan Rata-Rata (Deviasi Rata-Rata) 

Simpangan rata-rata suatu data adalah nilai rata-rata dari selisih setiap data dengan 
nilai rataan hitung. 


1) Simpangan rata-rata data tunggal 


Simpangan rata-rata data tunggal diramuskan sebagai berikut. 

Keterangan: 

SR = simpangan rata-rata 

n = ulcuran data 

x. = data ke-z dari data x 15 x 0 , x„ 

i F 2 1 y 

x = rataan hitung 




Perhatikan contoh soal berikut ini. 


Contoh soal 

Dilcetahui data: 7, 6 , 8 , 7, 6 , 10, 5. Tentukan simpangan rata-ratanya. 


Penyelesaian 


x 

SR 


7 + 6 + 8 + 7 + 6 + 10 + 5 49 


= 7 


7 7 

j {|7 — 7| + |6 — 7| + |8 — 7| + |7 — 7| + |6 — 7| + |10 — 7| + |5 — 7|} 

7 {| 0 | + | -1| + | 1 | + | 0 | + | -1 | + | 3 | + | -2 |} 
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L_ 


I 

7 

8 
7 


(0+1 + 1+ 0+1+3 + 2) 



2) Simpangan rata-rata data bergolong 

Simpangan rata-rata data bergolong dirumuskan: 



Pelajarilah contoh soal berikut ini. 

Contoh soal 

Tentukan simpangan rata-rata pada tabel berikut ini. 


Nilai 

Frekuensi 

141 - 145 

2 

146-150 

4 

151 - 155 

8 

156-160 

12 

161 - 165 

10 

166-170 

4 


Penyelesaian 


Nilai 

f. 

Xi 

fi ' Xi 

1 Xi - X I 

f\Xi - x | 

141 - 145 

2 

143 

286 

14,5 

29 

146-150 

4 

148 

592 

9,5 

38 

151 - 155 

8 

153 

1.224 

4,5 

36 

156-160 

12 

158 

1.896 

0,5 

6 

161 - 165 

10 

163 

1.630 

5,5 

55 

166-170 

4 

168 

672 

10,5 

42 

Jumlah 

40 


6.300 


260 



'2<fi\ x i- x \ 

Jadi, SR = 1 - = ^ =5,15. 

If, 

i =1 
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c. Simpangan Baku (Deviasi Standar) 


Sebelum membahas simpangan balcu atau deviasi standar, perhatikan contoh berikut. 
Kamu tentu tahu bahwa setiap orang memakai sepatu yang berbeda ukurannya. 
Ada yang berukuran 30, 32, 33, ... , 39, 40, dan 41. Perbedaan ini dimanfaatkan 
oleh ahli-ahli statistika untulc melihat penyebaran data dalam suatu populasi. 
Perbedaan ukuran sepatu biasanya berhubungan dengan tinggi badan manusia. 

Seorang ahli matematika Jerman, Karl Ganss mempelajari penyebaran dari 
berbagai macam data. Ia menemukan istilah deviasi standar untulc menjelaskan 
penyebaran yang terjadi. Saat ini, ilmuwan menggunakan deviasi standar atau 
simpangan baku untulc mengestimasi alcurasi pengulcuran. Deviasi standar adalah 
akar dari jumlah kuadrat deviasi dibagi banyalcnya data. 

1) Simpangan baku data tunggal 


Simpangan balcu/deviasi standar data tunggal dirumuslcan sebagai berikut. 


s =\ 

/ \ 2 
n n 

lx,~ l x 

-^ untulc n < 30 atau merupalcan data sampel 

s= \ 

1 0, - xf 

— --- untulc n > 30 atau merupalcan data populasi 

n — 1 


n 

Catatan : n = X ft 

i =1 


Rumus tersebut dapat pula diubah Ice bentulc berikut ini. 


^ 1 

n 

n lx 2 ~ 

i —1 

( n \ 

1 x, 

Liz 1 _ L 

2 

t/i ^ 2 A nf mi dntn 

s ~\ 

^ |^ uniuiv n ^ ju aiau mti upajvan u.aia oanipti 

,- K 

4i, 2 - 

i —1 

n 

n > 

1 X, 

Liz! l 

2 

- untulc n > 30 atau merupalcan data populasi 


Untulc lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut ini. 

Contoh soal 

Dari 40 siswa lcelas XIIPA diperoleh nilai yang mewalcili adalah 7,9,6,3, dan 5. 
Tentulcan simpangan baku dari data tersebut. 
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I_ 


Penyelesaian 

— 7+9+6+3+5 30 

x = --- = — 


Nilai (*) 

X[— X 

(x- x ) 2 

x 2 

3 

-3 

9 

9 

5 

-1 

1 

25 

6 

0 

0 

36 

7 

1 

1 

49 

9 

3 

9 

81 

30 


20 

200 


s = 




X (- x , - x f 


i —1 


n — 1 


20 

5-1 


= 41 =2.24 


Atau dengan menggunakan rumus berikut ini. 


s = 




5 ( 5 


/= 1 


v 


/=l 


«(«-!) 


'5 • (200) - 900 
5(5-1) 


'1.000-900 


5-4 


100 

20 


= 41 

= 2,24 

Jadi ragam = 5 dan simpangan baku = 2,24. 


2) Simpangan baku data bergolong 


Simpangan baku data bergolong dirumuskan berikut ini. 


n 

ifi( x i -xf 

i = 1 untuk n < 30 atau merupakan data sampel 

n — 1 

n 

X 4 ( x i - x f 

i = 1 untuk > 30 atau merupakan data populasi 

n 
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Rumus di atas dapat pula diubah ke bentulc berikut ini. 


n 

» x f, 4 - 

i —1 

n(n 

n 

lfi X i 

v ,=1 

-1) 

untuk n <30 atau merupakan data sampel 

n 

ntfX- 

“ 

n 

\ 

Zfi x i 
,=1 l 

untuk n > 30 atau merupakan data sampel 


Untulc lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut ini. 

Contoh soal 


Nilai 

Frekuensi 

5-9 

3 

10-14 

8 

15-19 

11 

20-24 

6 

25-29 

2 


Hasil tes Matematika 30 siswa kelas XIIPA seperti 
ditunjukkan pada tabel di samping. 

Berdasarkan data tersebut, tentukan simpangan 
bakunya. 


Penyelesaian 


Nilai 

f 

Titik Tengah 

(-V;) 

fi •**/ 

X/-X 

(x,- - x ) 2 

fi (Xi - x f 

f-x 2 

5-9 

3 

7 

21 

-9,33 

87,05 

261,15 

147 

10-14 

8 

12 

96 

-4,33 

18,75 

150 

1.152 

15-19 

11 

17 

187 

0,67 

0,45 

4,95 

3.179 

20-24 

6 

22 

132 

5,67 

32,15 

192,9 

2.904 

25-29 

2 

27 

54 

10,67 

113,85 

227,7 

1.458 

Jumlah 

30 


490 



836,7 

8.840 


x 



= 490 =16,33 
30 


s 



727,89 



44 Matematika SMA dan MA Kelas XI Program IPA 









































Atau dapat digunakan rumus ke-2 sebagai berikut: 


s 



\ 2 


i 


30-8-840-(490) : 


30 ' 



= 5,28 


d. Ragam atau Variansi 

Jika simpangan baku atau deviasi standar dilambangkan dengan s, malca ragam 
atau variansi dilambangkan dengan .s’ 2 . 


r Tuga s Kelompok ^ 


UP*' , 




Buatlah kelasmu menjadi beberapa kelompok untuk mengerjakan tugas berikut. 
Tentukan ragam dari data : 
a. 6, 3,2,11, 8 


Nilai 

Frekuensi 

40-48 

4 

49-57 

12 

58-66 

10 

67-75 

8 

76-84 

4 

85-93 

2 


f Latihan 1 . 7 ^) _ 

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar. 

1. Tentukan simpangan rata-rata dari data berikut: 

a. 6, 8,11,3,2 

b. 2, 4, 6, 2, 1 
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2. Tentukan simpangan baku dari data: 

a. 3,11,2, 8, 6 

b. 4, 6, 5, 7, 3 


Umur 

Frekuensi 

1-5 

2 

6-10 

7 

11 - 15 

5 

16-20 

9 

21-25 

6 


Berat Badan 
(kg) 

Frekuensi 

21-25 

2 

26-30 

8 

31-35 

9 

36-40 

6 

41-45 

3 

46-50 

2 


Data umur dari 30 orang disajikan pada 
tabel di samping. 

Tentukan: 

a. deviasi standar, 

b. variansi. 

Data berat badan 30 siswa disajikan 
pada tabel di samping. 

Tentukan: 

a. deviasi standar, 

b. variansi. 


wj - 

1. Statistika adalah cabang dari Matematika terapan yang mempunyai cara-cara 
mengumpulkan dan menyusun data, mengolah dan menganalisis data, serta 
menyajikan data dalam bentuk kurva atau diagram, menarik kesimpulan, 
menafsirkan parameter dan menguji hipotesa yang didasarkan pada hasil 
pengolahan data. 

2. Diagram garis 

Penyajian data statistik dengan menggunakan diagram berbentuk garis lurus 
disebut diagram garis lurus atau diagram garis. 

3. Diagram lingkaran 

Diagram lingkaran adalah penyajian data statistik dengan menggunakan gambar 
yang berbentuk lingkaran. 

4. Diagram batang 

Diagram batang menunjukkan keterangan-keterangan dengan batang-batang 
tegak atau mendatar dan sama lebar dengan batang-batang terpisah. 

5. Diagram batang daun 

Diagram ini terdiri dari dua bagian, yaitu batang dan daun. Bagian batang memuat 
anglca puluhan dan bagian daun memuat anglca satuan. 
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6. Diagram lcotak garis 

Data statistik yang dipakai untulc menggambarkan diagram kotalc garis adalah 
statistik lima serangkai , yang terdiri dari data ekstrim (data terkecil dan data 
terbesar), Q v Q v dan Q y 

7. Histogram adalah diagram batang yang batang-batangnya berimpit. 

Poligon frekuensi adalah garis yang menghubungkan titik-titik tengah puncak- 
puncak histogram. 

8. Ogive ada dua macam yaitu ogive nailc dan ogive turun. 

9. Rataan 


a. 


n 

% Xi 

Datatunggal: x = 


n 


b. 


I fr*, 

Databergolong: x = ^- n - 


If 


n 


i -1 


I./; ■ f 


c. Rataan dengan rataan sementara: x = x +^- 

^ s n 


10. Median data bergolong 


If 

i= 1 


Me = b + l 


n-f a 


/ 


V 


/ 


11. Modus data bergolong 

Modus adalah ukuran yang sering muncul. 

^ d { ^ 


Mo = b + l 


\ 


+ d' 




\ 2. Kuartil data bergolong 

r 


Qi = b + l 


l 4 N ~ F 

f 


\ 


V 




13. Jangkauan kuartil: J q = Q 3 -Q { 

Jangkauan semi interkuartil: Q d = j (Q 3 - Q { ) 


14. Desil dan persentil 


Desil: 



i{n +1) 
10 
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Persentil: P = 


i(n +1) 
100 


P. = b + l 


f i • n 77 ^ 


/ 




J 


15. Range 

R = x 


maks 


X 

min 


16. Simpangan rata-rata (deviasi rata-rata) 

1 n | _ 

Untuk data tunggal: SR = — X I x i~ x 

n i =1 


n 


EXk- 


X 


Untuk data bergolong: SR = 


i=1 


n 


If 

i=1 


17. Simpangan balcu (deviasi standar) 
a. Untuk data tunggal 


s = 




n 


lx, - 


i=l 


E x 

i=i 


72(72 - 1 ) 
untuk n < 30 


atau 5 = 




n 


E ( x i ~ x f 


1=1 


n — 1 


untuk 72 > 30 


5 = 


1 


/? 


/ \ 2 
1 ? 


”Ix, “ 

1=1 


E x / 

z=i 


72(72 - 1 ) 


untuk x < 30 


atau s = 


1 


/ \ 
n n 

«Ex, 2 - Ex 

i=l i =1 


72 


untuk n> 30 


b. Untuk data bergolong 


5 = 




11 


_ \2 


EX( x ,- x ) 


1=1 


n -1 
untuk n < 30 


atau 5 = 




1? 


EX ( x ,- x ) 2 


z=l 


72 


untuk n> 30 


5 = 


1 


«E/i x < 2 - 

1=1 


/ \ 2 
17 

exx 

1=1 


^7(^7 — 1 ) 


atau 5 = 


1 


17 


/ 


72 


EX x , - EX 


1=1 


v 


X, 


1 = 1 


72 


untuk x < 30 


untuk 72 > 30 
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/. Pilihlah salah satu jawaban yang paling tepat. 


1 . 


Dari jumlah lulusan suatu SMA yang diterima 
di Perguruan Tinggi Negeri tahun 1996 - 
2003 disajikan dalam diagram di samping. 
Menurut diagram garis di samping, prestasi 
yang paling buruk terjadi pada tahun .... 


a. 1996-1997 

b. 1998-1999 

c. 1999-2000 

d. 2000-2001 

e. 2002-2003 



Tahun 


2. Dari 400 siswa diperoleh data tentang pekerjaan orang tua/wali. Data tersebut jilca 
disajikan dalam diagram lingkaran sebagai berikut. Berdasar data di bawah ini, pemyataan 
yang benar adalah .... 

a. j umlah PNS 12 orang 

b. jumlah wiraswasta 90 orang 

c. jumlah pedagang 135 orang 

d. jumlah TNI/Polri 27 orang 

e. jumlah TNI 15 orang 



3. Jilca rata-rata nilai ujian pada tabel di bawah ini sama dengan 6, malca a = .... 


Nilai Ujian 

3 

4 

8 

9 

a 

Frelcuensi 

10 

5 

6 

3 

6 


a. 9^ d. 9f 

b - 9 I e - 9 I 

c. 9^2 

4. Perhatikan diagram kotalc garis di samping. 
Dari diagram kotalc garis tersebut nilai jang- 
lcauan dan janglcauan semi interlcuartil 
berturut-turut adalah .... 


31 


Q, = 52 Q 2 = 62 Q 3 = 73 


78 


40 50 60 70 80 


a. 41 dan 10 

b. 47 dan 11 

c. 23,5 dan 10,5 


d. 47 dan 10 

e. 47 dan 10,5 
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_J 


5. Nilai rata-rata dari data yang ditunjukkan 
oleh grafik di samping ini adalah .... 

a. 5,6 

b. 6 

c. 6,6 

d. 7 

e. 7,6 

6. Hasil tes Matematika terhadap 20 siswa 
digambarkan pada diagram batang daun 
di samping. Banyaknya siswa yang 
memperoleh nilai < 5 adalah .... 

a. 2 

b. 4 

c. 7 

d. 9 

e. 13 


frekuensi 



Batang 

Daun 

3 

1,2 

4 

3, 5 

5 

2, 7,9 

6 

3,4 

7 

4, 5, 8, 9 

8 

1,3, 3, 6, 7 

9 

2, 6 


7. Median dari data pada tabel di samping 
adalah .... 

a. 11,83 

b. 12,83 

c. 13,83 

d. 12,17 

e. 14,35 


Interval 

Frekuensi 

1-5 

8 

6-10 

12 

11 - 15 

15 

16-20 

8 

21-25 

7 


8. Modus dari data yang disaj ilcan pada tabel 
distribusi frekuensi di samping adalah .... 

a. 59,18 

b. 60,12 

c. 65,12 

d. 68,12 

e. 68,18 


Interval 

Frekuensi 

50-54 

4 

55-59 

8 

60-64 

14 

65-69 

35 

70-74 

27 

75-79 

9 

80-84 

3 


Interval 

Frekuensi 

30-39 

1 

40-49 

3 

50-59 

11 

60-69 

21 

70-79 

43 

80-89 

32 

90-99 

9 


Kuartil bawah dari data yang disaj ilcan pada tabel 
frekuensi di samping adalah .... 

a. 66,9 

b. 66,6 

c. 66,2 

d. 66,1 

e. 66,0 
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Nilai 

Frekuensi 

51-60 

8 

61-70 

16 

71-80 

24 

81-90 

20 

91 - 100 

12 


Rata-rata data pada tabel di samping jilca dipilih rata- 
rata sementara 75,5 adalah .... 

a. 67,5 

b. 69,5 

c. 7,15 

d. 76 

e. 77 


11. Data penimbangan berat badan terhadap 10 siswa dalam kg adalah : 50, 39, 36,42, 34, 
50, 47, 39, 44, 4. Nilai statistika lima seranglcai dari data tersebut adalah .... 

a. 34,38,41,47,50 d. 33,38,41,47,50 

b. 34,39,41,48,50 e. 33,38,42,48,50 

c. 34,39,42,47,50 

12. Diketahui data: 23,22,29,32,21,24,24,23,25,30,31,26,27,27,28,24,25,31,26,26, 
27, 28, 30, 29, 28, 29, 28, 26, 27, 27. Jilca dibuat interval lcelas dengan tepi bawah 19,5 
dan lebar lcelas 3, malcabanyalc interval adalah .... 

a. 4 d. 7 

b. 5 e. 8 

c. 6 


13. Nilai dari D 3 dan D (D = desil) dari data di bawah ini berturut-turut adalah 


40 

42 

46 

53 

58 

60 

62 

63 

63 

66 

68 

68 

68 

70 

73 

74 

76 

77 

78 

78 

79 

80 

82 

84 

85 

88 

90 

92 


72 

96 


a. 63,5 dan 88,9 

b. 63,9 dan 89,8 


d. 65,5 dan 89,5 

e. 66,4 dan 89 


c. 65,4 dan 88 

14. Modus dari data pada histogram di 
samping adalah .... 

a. 25,0 

b. 25,5 

c. 26,0 

d. 26,5 

e. 27,0 



Nilai 

Frekuensi 

40-48 

4 

49-57 

12 

58-66 

10 

67-75 

8 

76-84 

4 

85-93 

2 


Simpangan lcuartil dari data di samping adalah .. 

a. 21 

b. 18 

c. 14 

d. 12 

e. 9 
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16. Jangkauandari data: 54, 59, 63, 71, 53, 63, 71, 75, 78, 80, 83 adalah .... 

a. 30 d. 15 

b. 29 e. 10 

c. 20 


17. Persentil ke-75 dari data: 8, 6,4, 3,2, 9, 10, 15, 12, 14 adalah .... 

a. 11 d. 12,75 

b. 11,5 e. 13 

c. 12,5 


18. Simpangan balcu dari data: 7, 5, 6, 5, 7, 6, 8, 4, 8, 4, 6 adalah .... 



a. ivn 

e. 1 


19. Diketahui data x 1 = 3,5; x 2 = 5,0; x 3 = 6,0; dan x 4 = 7,5; x 5 = 8,0 malca simpangan balcu 
dari kelima data tersebut (deviasi standar) adalah .... 

a. 0 d. 1,64 

b. 0,94 e. 6 

c. 1,0 


12. Diketahui data di samping ini. 

Simpangan balcu dari tabel di samping adalah .... 

a. 6^3 d. ^91 

b. 7V2 e. V86 

c. 4-V6 


Berat Badan 

Frekuensi 

41-50 

1 

51-60 

7 

61-70 

10 

71-80 

6 

81-90 

2 


II. Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar. 

1. Data banyalc lcendaraan yang parlcir tiap dua jam dari pulcul 06.00 sampai 18.00 disajilcan 
dalam tabel sebagai berilcut. 


Pulcul 

06.00 

08.00 

10.00 

12.00 

14.00 

16.00 

18.00 

Kendaraan 

0 

14 

18 

20 

12 

8 

16 


a. Gambarlah data tersebut dalam diagram garis. 

b. Perlciraan banyalc lcendaraan yang parlcir antara pulcul 11.00 - 13.00. 
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2. Nilai ujian suatu mata pelajaran adalah sebagai berikut. 


Nilai 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

Frek 

3 

5 

4 

6 

1 

1 


Jilca nilai siswa yang lebih rendah dari rata-rata dinyatakan tidalc lulus, tentukan 
banyaknya siswa yang tidalc lulus. 

3. Diketahui diagram batang daun hasil tes Matematika di kelas XIIPA sebagai berikut. 


Batang 

Daun 

9 

i 

8 

2, 7,8 

7 

3,4,6 

5 

1,3, 3, 7 

4 

4 

3 

2,3,5 


a. Tentukan jumlah siswa yang ilcut tes Matematika. 

b. Tentukan nilai terendah dalam tes Matematika. 

c. Tentukan nilai tertinggi yang dicapai dalam tes. 


Nilai 

Frekuensi 

31-40 

5 

41-50 

8 

51-60 

17 

61-70 

20 

71-80 

15 

81-90 

20 

91 - 100 

15 


Dari data di samping, tentukan rataannya dengan 
menggunakan rataan sementara. 


Data 

Frekuensi 

1-5 

4 

6-10 

5 

11 - 15 

10 

16-20 

12 

21-25 

3 

26-30 

1 


Dari data di samping, tentukan modusnya. 


6. Diketahui data seperti pada tabel di samping. 
Tentukan nilai: 


a. Z) 4 , D 


9 


b. P 


30 ’ 



Interval 

Frekuensi 

150-154 

6 

155-159 

25 

160-164 

65 

165-169 

92 

170-174 

100 
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7. 


Tentukan median dari data yang disajikan pada tabel distribusi frekuensi di bawah ini. 



Interval 

/ 

40-49 

1 

50-59 

7 

60-69 

10 

70-79 

6 

80-89 

2 

90-99 

4 

a = 52 

& = 62 


31 


03 = 73 


78 


40 50 60 70 80 


Dari diagram kotalc garis di atas tentukan: 

a. jangkauan, dan 

b. jangkauan semi interkuartil. 

9. Berat badan siswa kelas XIIPA disajikan pada tabel berikut. 


Berat Badan 

Frekuensi 

40-43 

5 

44-47 

9 

48-51 

16 

52-57 

8 

58-61 

6 


Tentukan: 


a. statistik lima serangkai, 

b. hamparan. 

10. Tentukan simpangan baku dari data yang disajikan dalam tabel di bawah ini. 


Berat Badan 

Frekuensi 

43-47 

5 

48-52 

1 

53-57 

9 

58-62 

6 

63-67 

4 
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Peluang 


Aturan Perkalian, Permutasi, dan Kombinasi dalam 0 

Pemecahan Masalah 

Ruang Sampel Suatu Percobaan 0 

Peluang Suatu Kejadian dan Penafsirannya 0 


Pada era demokrasi saat ini untuk menduduki suatu jabatan tertentu selalu 
dilakukan dengan pemilihan, bahkan untuk menjadi lcetua lcarang taruna juga harus 
dilakukan dengan pemilihan. Andaikan ada 5 calon lcetua lcarang taruna yaitu Amin, 
Banu, Cory, Dadang, dan Emi, berapakah peluang Banu untuk menjadi lcetua lcarang 
taruna? 

Istilah peluang banyalc digunalcan dalam kejadian yang terjadi dalam lcehidupan 
sehari-hari. Pada bab ini, lcamu alcan mempelajari lcaidah pencacahan dan sifat- 
sifat peluang dalam pemecahan masalah serta berbagai hal yang terkait dengannya. 



i—|—rH—4- 
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Peta 

Konsep 



Menggunakan aturan perkalian 
permutasi dan kombinasi 


Menentukan ruang 
sampel suatu percobaan 


Menentukan peluang suatu 
kejadian dan penafsiran 


\ 

f 

V 

\ 

f 

Aturan perkalian 


Permutasi 


Kombinasi 




Aturan 

pengisian 

tempat 






■> 


Permutasi j ilea 
ada unsur 
yang sama 


Binomial 

Newton 


Definisi 
peluang suatu 
kejadian 


Kisaran nilai 
peluang 


Frekuensi 

harapan 


Peluang 
komplemen 
suatu kejadian 


Peluang dua 
kejadian saling 
asing 


( Kata Kunci 


• faktorial 

• permutasi 

• permutasi siklis 

• kombinasi 

• binomial 

• peluang kej adian 

• frekuensi harapan 

• komplemen suatu kej adian 



> 


Peluang dua 
kejadian saling 
bebas 


> 


Peluang 

kejadian 

bersyarat 

































































( Aturan Perkalian, Permutasi, dan Kombinasi dalam 
Pemecahan Masalah 

1. Aturan Perkalian 


a. Aturan Pengisian Tempat 

Dalam kehidupan sehari-hari sering lcita mendengar istilah semua kemungkinan 
yang terjadi dalam suatu percobaan. Misalnya, seorang siswa tiap kali ulangan 
nilainya selalu kurang bailc, adalcah kemungkinan siswa itu nailc lcelas? 


Contoh soal 

1. Tono mempunyai 3 buah baju berwarna putih, cokelat, dan batik. Ia juga 
memiliki 2 buah celana warna hitam dan putih yang berbeda. Ada berapa 
pasang baju dan celana dapat dipakai dengan pasangan yang berbeda? 


Penyelesaian 

^ Hitam - Putih, Hitam 

Putih 

Cokelat -Putih, Cokelat 


Batik 



Hitam -Batik, Hitam 

Cokelat -Batik, Cokelat 


Coklat 


_^ Hitam 

^ Cokelat 


Cokelat, Hitam 
Cokelat, Cokelat 


Jadi banyaknya pasangan baju dan celana secara bergantian sebanyak 
3><2 = 6 cara. 


Dengan aturan jumlah: 

Warna ataujenis baju warna celana pasangan baju dan celana 


putih (p) 


cokelat (c) 


batik (b) 


f hitam (h) —► (p, h) 
1 cokelat (c) —► (p, c) 

r hitam (h) —► (c, h) 
1 cokelat (c) —► (c, c) 

( hitam (h) —► (b, h) 
1 cokelat (c) —► (b, c) 


Jadi banyaknya pasangan baju dan celana secara bergantian sebanyak 
2 + 2 + 2 = 6 cara. 
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2. Seorang ingin membuatkan plat nomor kendaraan yang terdiri dari 
4 angka, padahal tersedia angka-angka 1, 2, 3, 4, 5 dan dalam plat nomor itu 
tidak boleh ada angka yang sama. Berapa banyak plat nomor dapat dibuat? 

Penyelesaian 

Untuk menjawab pertanyaan tersebut marilah lcita palcai pengisian tempat 
kosong seperti terlihat pada bagan berikut. 


a 

b 

c 

d 

Dibuat 4 buah lcotalc kosong yaitu lcotalc (a), (b), 
(c) dan (d) sebab nomor kendaraan itu terdiri dari 
4 angka. 






a 

b 

c 

d 

Kotalc (a) dapat diisi angka 1,2,3,4, atau 5 sehingga 
ada 5 cara. 

5 






a 

b 

c 

d 

Kotalc (b) hanya dapat diisi angka 5-1=4 cara 
karena 1 cara sudah diisilcan di lcotak (a). 

5 

4 





a 

b 

c 

d 

Kotalc (c) hanya dapat diisi angka 5-2 = 3 cara 
karena 2 cara sudah diisilcan di lcotalc (a) dan (b). 

5 

4 

3 



Kotalc (d) hanya dapat diisi angka 5-3 = 2 cara 
karena 3 cara sudah diisilcan di kotalc (a), (b), 
dan (c). 

a 

b 

c 

d 

5 

4 

3 

2 


Jadi, polisi itu dapat membuat plat nomor kendaraan sebanyak 5x4x3x2 = 120 
plat nomor kendaraan. 


Dari contoh tersebut dapat disimpullcan, jika persoalan pertama dapat diselesaikan dengan 
a cara yang berlainan dan persoalan kedua dapat diselesaikan dengan b cara yang 
berlainan, malca persoalan pertama dan kedua dapat diselesaikan dengan a x b cara. 


^ Latil iar 2.1 

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar. 

1. Untuk menuju lcota C dari kota A harus melewati lcota B. Dari kota A ke lcota B 
melewati 4 jalur dan dari kota B ke kota C ada 3 jalur. Dengan berapa jalur Budi 
dapat pergi dari kota A ke kota C? 

2. Amir mempunyai 5 lcaos lcaki dan 3 sepatu yang berlainan wama. Dengan berapa 
cara Amir dapat memakai sepatu dan lcaos lcaki? 
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3. Badu mempunyai 5 baju, 3 celana panjang, dan 2 topi yang berlainan warna. 
Ada berapa pasangan baju, celana panjang, dan topi dapat dipakai? 

4. Dari lima buah anglca 2,3,5, 7, dan 9 alcan disusun menjadi suatu bilangan yang 
terdiri dari 4 anglca. Berapa banyalc bilangan yang dapat disusun jilea: 

a. angka-angka boleh berulang, 

b. angka-angkanya tidak boleh berulang? 


b. Notasi Faktorial 

Faktorial adalah hasil kali bilangan asli berurutan dari 1 sampai dengan n. 
Ingat!! 


Untuk setiap bilangan asli n, didefinisikan: 
n\ = 1 x 2 x 3 x ... x (n - 2 ) x (n - 1 ) x n 
lambang atau notasi n\ dibaca sebagai n faktorial untuk n > 2 


Definisi: 

n\ = 1 x 2 x 3 x ...x (n - 2 ) x (n - 1) x n atau 
n\ =fi x (/i-l)x(/j-2)x x3x2x 1 
Untuk lebih memahami tentang faktorial, perhatikan contoh berikut. 

Contoh soal 


Hitunglah nilai dari: 


1 . 6 ! 


3. 


7! 

4! 


8 ! 


5. 


3! x 6! 


2. 3! x 2! 


5! 

4 — x 31 

' 4! 


Penyelesaian 

1 . 61 = 6x5x4x3x2x1= 720 

2. 31 x 21 = 3 x 2 x 1 x2x 1=6x2=12 


3. 


7! 7x6x5x4x3x2xl 


4! 


4x3x2xl 


= 7x6 x 5 = 210 


5! 5x4x3x2xl 

4. — x 3 ! =- x 3 x 2 x 1 = 5 x 6 = 30 


4! 


4x3x2xl 


5. 


8 ! 

3! x 6! 


8 x 7 x 6 x 5 x4x3x2x 1 8x7 

-=- = 28 

3 X 2 X 1 X 6 X 5 x 4 X 3 x 2 X 1 6 
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f Latihan 2 . 2 ). 


Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar. 
1. Hitunglah: 

5! 


a. 

6! -3! 

d. 

X 4! 





8! 



10! 


12! 


b. 

6! 

e. 

3 ! 9 ! 


c. 

5! x 2! 




Nyatakan dalam notasi faktorial. 



a. 

3 x 4 x 5 x 6 

d. 

9x8x7 


1x2x3 





b. 

15 x 14 x 13 x 12 x 11 

e. 

5x4x3 


1x2x3 






8x7x6x5 




c. 

Ix2x3x4 




Buktikan: 





1 1 3 


5 1 

10 

a. 

— 

d. 

- + 



3! 4! 4! 


7! 6! 

8! 


1 1 21 


8 1 

5 

b. 

— + — = - 

e. 

— +- 


5! 3! 5! 

8! 6! 

7! 


1 


7! 

2 


1 1 15 10 

c —1-_ — 

2! 4! 5! 4! 


4. Carilah n, jika —---— = 1. 

in-1 )! 


2. Permutasi 


a. Notasi Permutasi 

Seorang pengusaha mebel ingin menulis kode nomor pada kursi buatannya yang 
terdiri dari 3 angka, padahal pengusaha itu hanya memakai angka-angka 1,2,3,4, 
dan 5. Angka-angka itu tidak boleh ada yang sama. Berapakah banyaknya kursi 
yang akan diberi kode nomor? 
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Untulc menjawab hal tersebut marilah kita gambarkan 3 tempat lcosong yang alcan 
diisi dari 5 anglca yang tersedia. 


a 

b 

c 

5 

4 

3 


Kotalc (a) dapat diisi dengan 5 anglca yaitu anglca 1, 2, 3, 4, atau 5. 

Kotalc (b) dapat diisi dengan 4 anglca lcarena 1 anglca sudah diisilcan di kotalc (a). 
Adapun kotalc (c) hanya dapat diisi dengan 3 anglca, sehingga banyalcnya lcursi 
yang alcan diberi lcode adalah 5 x 4 x 3 = 60 lcursi. Susunan semacam ini disebut 
permutasi lcarena urutannya diperhatilcan, sebab 125 tidalc sama dengan 215 
ataupun 521. 

Permutasi pada contoh ini disebut permutasi tiga-tiga dari 5 unsur dan dinotasikan 
dengan P^ atau P atau 5 P V sehingga: 

5 P 3 = 5 x 4 x 3 

= 5 x (5 - 1) x (5 _ 2) 

= 5 x (5 — 1) x .x (5-3 + 1), 

Secara umum dapat diperoleh lcesimpulan sebagai berilcut. 

Banyaknya permutasi dari n unsur diambil r unsur dinotasikan: 

P r = n {n - 1) [n - 2) (n - 3) ... (n - r + 1) 


Atau dapat juga ditulis: 


P r = n (n - 1) (n - 2) ... (n - r + 1) 


(n - r)(n -r - 1)... 3-2-1 
(n - r)(n -r - 1)... 3-2-1 


n(n -1 ){n - 2) ... (n — r +1 ){n - r)(n -r - 1) ... 3-2-1 


(n - r)(n -r - 1) ... 3-2-1 


n(n — Y)(n — 2) ... 3-2-1 


(n - r)(n -r - 1) ... 3-2-1 
n\ 

(n — r)\ 



n\ 

(n — r)\ 
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Kelompok 

Buatlah kelompok-kelompok dalam kelasmu, kemudian buktikan: 
P =n\ 

n n 

0 ! =1 

Cocokkan hasilnya dengan kelompok yang lain. 

Selanjutnya, adakan diskusi tentang materi ini. 




Untuk lebih memahami tentang permutasi, pelajarilah contoh berikut. 

Contoh soal 

1. Tentukan nilai dari: 

a< 8^3 

b- , p , 

Penyelesaian 

_ 8! _ 8! _ 8-7-6-5-4-3-2-1 

a ' ^ ” (8-3)! _ 5! _ 5-4-3-2-1 

= 8-7-6 = 336 

4! 4! 4-3-2-1 

b P = - = — =- 

• 4 4 (4-4)! 0! 1 

= 24 


2. Tentukan nilai n bila , 1V P =20. 

in- 1 ) 2 

Penyelesaian 


P 

in - 1 ) 2 



in-l)\ 
(n- 1-2)! 



(»-!)! 

(«-3)! 



(ra-l)(ra-2)...3-2-1 
(»-3)(»-4)... 3-2-1 


(n - 1) (n- 2) =20 
n 2 - 2n - n + 2 =20 
n 1 - 3« + 2-20 =0 
n 2 -3n - 18 =0 
(n-6)(n + 3) =0 
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n — 6 = 0 atau /7 + 3 = 0 
n = 6 atau n = -3 
Karena n bilangan positif malca n = 6. 

b. Permutasi Jika Ada Unsur yang Sama 

Untuk menghitung banyaknya permutasi jika ada unsur yang sama, marilah lcita 
lihat contoh berikut. 

Berapakah banyaknya bilangan yang dapat disusun dari anglca 2275 apabila tidalc 
boleh ada angka-angka yang sama. Untuk menjawab soal tersebut dapat 
dipergunakan bagan di bawah ini. 





7225 

7252 

7225 

7252 



Sama 


7522 l — Sama 
7522 J 



5227 

5272 

5227 

5272 



Sama 


5722 l— Sama 
5722 J 


Sehingga banyaknya permutasi 2275 ada 12 cara. 

Dari contoh dapat dijabarkan 4x3 = 12 atau permutasi 4 unsur dengan 2 unsur 

4! 

sama ditulis: Secara umum permutasi n unsur dengan p unsur sama dan q 

. 

YL ! 

unsur sama ditulis:-— 

p\q\ 
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Banyaknya permutasi n unsur yang memuat k, l, dan m unsur yang sama dapat 


ditentukan dengan rumus: 


n ! 

P= - 

k ! /! m ! 


Contoh soal 

1. Berapa banyak kata dapat disusun dari kata: 

a. AGUSTUS 

b. GAJAH MAD A 


Penyelesaian 

a. AGUSTUS 

Banyaknya huruf = 7, banyaknya S = 2, banyaknya U= 2 


7! 7-6-5-4-3-2-1 

P= -=- 

2 ! 2 ! 21 - 2-1 

b. GAJAH MADA 


1.260 


Banyaknya huruf = 9, banyaknya A = 4 



9! 9-8-7-6-5-4-3-2-1 

P=— = - 

4! 4-3-21 


15.120 


Berapa banyak bilangan 7 angka yang dapat disusun dari angka-angka: 

a. 4,4,4, 5, 5, 5, dan 7 

b. 2,2,4,4, 6, 6 dan 8 


Penyelesaian 

a. 4,4,4, 5, 5, 5, dan 7 

banyaknya angka = 7, banyaknya angka 4 = 3, banyaknya angka 5 = 3 


7! 7-6-5-4-3-2-1 

P= -=-= 140 

3 ! 3 ! 3 - 2 -1 - 3 - 2 -1 

b. 2,2,4,4, 6, 6, dan 8 

banyaknya angka = 7, banyaknya angka 2 = 2, banyaknya angka 4 = 2 
dan banyaknya angka 6 = 2 


7! 

P= - 

2! 2! 2! 


7-6-5-4-3-2-1 
2 -1 - 2 -1 • 2 -1 


= 630 


c. Permutasi Siklis 

Permutasi siklis adalah permutasi yang cara menyusunnya melingkar, sehingga 
banyaknya menyusun n unsur yang berlainan dalam lingkaran ditulis: 
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n ! n(n -1 )(n - 2) 3-2-1 


0-1) 0-2). 3.2.1 = 0 - 1)! 


n 


n 



atau 


Contoh soal 

Pada rapat pengurus OSIS SMA X dihadiri oleh 6 orang yang duduk mengelilingi 
sebuah meja bundar. Berapakah susunan yang dapat terjadi? 

Penyelesaian 

P = (6 - 1)! = 5! = 5 x 4 x 3 x 2 x 1 = 120 


Latihan 2.3 J). 


Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar. 
1. Tentukan nilai dari: 


3. 


4. 


5. 


a. 5 P 3 

b- A 
c - 

d A X ,0^3 


2. Tentukan n j ika diketahui: 


a. P = 10 P A 

n 5 « 4 


C ' („-/2 = 20 

d. P = 6 

« z 


b. . , . P, = P, 

(n + 1 ) 3 n 4 

Tersedia angka-angka 1, 2, 3, 4 alcan dibentuk bilangan dengan empat anglca 
tanpa memuat anglca yang sama. Berapa banyalc bilangan yang dapat dibentuk? 

Dari 7 siswa alcan dipilih 4 siswa untulc menjadi pengurus lcelas, yaitu lcetua, 
walcil lcetua, selcretaris, dan bendahara. Berapa banyalc susunan pengurus apabila 
setiap calon pengurus mempunyai lcemunglcinan yang sama untulc dipilih dan 
tidalc ada pengurus yang ranglcap? 

Berapa banyak bilangan yang terdiri dari 6 angka yang dapat dibentuk dari angka- 
angka berilcut? 

a. 223456 c. 123123 

b. 112278 d. 555566 

6. Berapa banyak susunan huruf yang dapat disusun dari huruf-huruf berilcut? 

a. UNSUR c. STATISTIKA 

b. GUNUNG d. MATEMATIKA 

7. Terdapat 7 siswa sedang belajar di taman membentulc sebuah linglcaran. Ada 
berapa cara merelca duduk dengan membentulc sebuah linglcaran? 
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3. Kombinasi 


a. Notasi Kombinasi 

Pada waktu kenaikan kelas dari kelas X ke kelas XI, siswa yang nailc akan 
memasuki jurusan masing-masing. Ada yang IPA, IPS, maupun Bahasa. Oleh karena 
itu, diadakan perpisahan kelas dengan jalan berjabat tangan. Kita contohkan ada 3 
siswa saling berjabat tangan misalkan Adi, Budi, dan Cory. Ini dapat ditulis Adi- 
Budi, Adi-Cory, Budi-Adi, Budi-Cory, Cory-Adi, Cory-Budi. Dalam himpunan Adi 
berjabat tangan dengan Budi ditulis {Adi, Budi}. Budi berjabat tangan dengan Adi 
ditulis {Budi, Adi}. Antara {Adi, Budi} dan {Budi, Adi} menyatakan himpunan 
yang sama, berarti keduanya merupakan kombinasi yang sama. Di lain pihak Adi - 
Budi, Budi - Adi menunjukkan urutan yang berbeda yang berarti merupakan 
permutasi yang berbeda. 

Dari contoh dapat diambil kesimpulan: 

Permutasi = Adi - Budi, Adi - Cory, Budi - Adi, Budi - Cory, Cory - Adi, Cory - Budi 
= 6 karena urutan diperhatikan 

Kombinasi = Adi - Budi, Adi - Cory, Budi - Cory 

= 3 karena urutan tidalc diperhatikan 

Sehingga 

6 _ permutasi 

Kombinasi = 3 = — - --- 

2 2 

Jika kombinasi dari 3 unsur diambil 2 unsur ditulis: 



p 

3 1 2 

2 


3! 

2! (3-2)! 


Secara umum dapat disimpulkan bahwa: 

Banyaknya kombinasi dari n unsur yang berbeda dengan setiap pengambilan dengan 


r unsur ditulis C n , nC atau C. , adalah: 

r 7 r ( n-r ) 


P 

/-( _ nr 

! 


r\ 


n ! 


( n-r)\ r\ 


Perhatikan contoh soal berikut untuk lebih memahami tentang kombinasi. 

Contoh soal 


1. Hitunglah nilai dari: 


a. 


7 c 3 


c. 


b- 7 C 2 >< 5 C, 


6 C 2 x 5 C 2 

r 

6 W 
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L_ 


Penyelesaian 


a. 


G = 


7! 


7! 7-6-5-4-3-21 


7 3 


3!(7 — 3)! 3!4! 3-2-1-4-3-2-1 


= 35 


b- A x 5 c, 


7! 


x 


5! 


7! 5! 

—x — 


2!(7 — 2)! 1 !(5 — 1)! 2!5! 4! 


7-6-5-4-3-2-1 5-4-3-2-1 

-x- 


2-1-5-4-3-2-1 4 - 3 - 2 -1 


= 21 x 5 = 105 


6 ! 


c. 


6 C 2 x 5 C 2 

r 

6 W 


X 


5! 


6! 5! 

x 


2!(6 — 4)! 2!(5 — 2)! 2!4 ! 2!3! 


6! 


6 ! 


4!(6 — 4)! 

6-5-4-3-2-l s 5-4-3-2-l 

2-1-4-3-2-1 2■1■3■2■1 

6-5-4-3-21 


4!2! 


15x10 

15 


= 10 


4 - 3 - 2 -1 - 2 -1 


2. Dalam pelatihan bulutangkis terdapat 10 orang pemain putra dan 8 orang pemain 
putri. Berapakah pasangan ganda yang dapat diperoleh untuk: 

a. ganda putra 

b. ganda putri 

c. ganda campuran 

Penyelesaian 

a. Karena banyaknya pemain putra ada 10 dan dipilih 2, maka banyak cara ada: 

10! 10! 10 - 9 - 8 3-2-1 10-9 


G = 


10 2 


2!(10-2)! 2!8! 2 -1 - 8 - 7....3 • 2 -1 


= 45 cara 


b. Karena banyaknya pemain putri ada 8 orang dan dipilih 2, maka banyaknya 
cara ada: 


G = 


8 ! 


8! 8-7-6-5-4-3-2-1 


8 2 


2!(8 — 2)! 2!6! 2-6-5-4-3-2-1 


=28 cara 


c. Ganda campuran berarti 10 putra diambil satu dan 8 putri diambil 1, maka: 

10 ! 8 ! 10 ! 8 ! 


x 


x 


1!(10 — 1)! 2 !(8 — 1)! 1!9! 1!7! 


= 10 x 8 = 80 cara 


3. Berapa banyaknya nomor telepon yang terdiri dari 7 angka dapat dibuat 
dengan 4 digit awalnya adalah 0812, tiga digit sisanya saling berbeda dan 
bukan merupakan bilangan-bilangan 0, 3, atau 5, serta digit terakhirnya bukan 
angka 9. 
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Penyelesaian 


0812 . . .tiga digit terakhir bukan bilangan 0, 3, atau 5 maka P 6 serta digit 

2 6 2 6 ! 5 ' 

terakhir bukan angka 9 maka dikurangi P 5 P 3 - P 5 = -- = 100 


3! 3! 


Jadi banyaknya nomor telepon adalah 100 buah. 


b. Binomial Newton (Pengayaan) 

Kamu perlu mengingat kembali mengenai susunan bilangan-bilangan yang dinamakan 
segitiga Pascal, seperti bagan berikut. 

1 1 
1 2 1 
13 3 1 

1 4 6 4 1 

1 5 10 10 5 1 

dan seterusnya 

Dari bagan itu dapat ditulis dalam koefisien binomial atau suku dua sebagai berikut, 
misalkanx dany. 

(x + y)' = x + y 

(x+y) 2 = x 2 + 2xy+y 2 

(x + y) 3 = x 3 + 3 x 2 y + 3 x y 2 + y 3 

(x + yf = x 4 + 4 x 3 y + 6 x 2 y 2 + 4 x y 3 + y 4 

(x + y) 5 = x 5 + 5 x 4 y + 10 x 3 y 2 + 10 x 2 y 3 + 5 xy 4 + y 5 

(x+yf = ... 

Tetapi ada metode lain yang lebih mudah diterapkan untulc mencari koefisien binomial 
yaitu dengan menggunakan C r ; sehingga dapat ditulis sebagai berikut. 


(x +y) 1 —> n= 1 
(x + yf —» n = 2 
(x + yf —> n = 3 
(x + yf —> /7 = 4 
(x + yf —» n = 5 



iCo i 

2 C 0 2 C X 

3 Co 3 Ci 3 
Co aC x 4 C 2 

5 Cl 5C2 5 


Ci 

2C 

C 2 

4C3 
C 3 5 




c 


5 


maka (x + y) n 


(x + 




C n x” y° + C. x” 1 y 1 + ... + C x° y n 

0 y n \ s n n s 

C n x n • 1 + C. x”" 1 y 1 + ... + C • 1 y n 

O n 1 ^ n n y 

C n x” + C. x”" 1 y 1 + ... + C y n 

0 n 1 ^ n n J 



y 


k 


k =0 


68 Matematika SMA dan MA Kelas XI Program IPA 











Jadi teorema binomial Newton dapat dirumuskan sebagai berikut. 


(x + y) n = ^ n C k X y 

k= 0 

Untulc lebih memahami teorema binomial Newton, pelajarilah contoh soal berikut. 

Contoh soal 

1. Jabarkan tiap binomial berikut ini. 

a. (x + y ) 3 b. (x + 2yf 

Penyelesaian 

3 

x x -> \ 1 3 —k k 

a. (x + y) 3 = ^j3^k x y 

k =o 

= 3 C 0 ’X 3 ~°-y 0 + 3 C 1 ’X 3- l -y l + 3 C 2 ‘ x 3 ~ 2 ' y 2 + 3 C 3 ’X 3 ~ 3 -jk 
= 1 • x 3 • 1 + 3 • x 2 • y + 3 • x • y 2 + 1 • x° • y 3 
= x 3 + 3x 2 j^ + 3 xy 2 + 1 • 1 • y 3 
= x 3 + 3 x 2 y + 3 xy 2 + y 3 

4 

b. (x + 2 y) 4 = 4^k x 4 ~ k y k 

k= 0 

= 4 C 0 ' * 4 ~° ' <?y)° + 4 C 1 ' ^ * (2k) 1 + A • ^ ' (2k) 2 + 
4 C 3 'x 4 “ 3 (2y) 3 + 4 C 4 ’X 4-4 - (2y) 4 

= 1 • x 4 + 4 • x 3 • 2y + 6x 2 • 2 2 • y 2 + 4 • x • 2 3 • y 3 + 1*1* 2 4 * j^ 4 

= x 4 + 8x 3 ^ + 24x 2 y 2 + 32xy 3 + I6y 4 


2. Tentukan sulcu lce-4 dari (2x + 3 y) 6 . 

Penyelesaian 

(2x + 3y) 6 = X 6 C,(2x)«(3j)* 

= 6 C 0 • (2xf ' 0 ■ (3 yf + 6 C, • (2 xf- 1 - (3y)' + 6 C 2 • (2 xf - 2 • (3j) 2 + 
6 C 3 • (2xf 3 • (3y) 3 + 6 C 4 • (2x) 6 ^ 4 • (3# + 6 C 5 • (2x) 6 - 5 • (3y) s + 
6 C 6 • (2x) 6 ~ 6 • (3yf 


Jadi sulcu lce-4 adalah 


6 c 3 • (2x) 6 - 3 • (3j) 3 
6 C 3 • (2a-) 3 • (3j) 3 


6 ! 


3!(6 — 3)! 
6 ! 


2 3 • x 3 • 3 3 - y : 


3 , 3 ,-to>-2V 

20 • 8x 3 ■ 21y i = 4.3 2 Ox 3 v 3 
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f Latihan 2.4~) - 

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar. 

1. Jabarkan bentuk-bentuk binomial berikut. 

a. (x + 2) 3 c. (2x - 3y) 4 

b. (1 - 2x) 5 d. (3y - 2) 5 

2. Tentukan koefisien suku x 3 dari bentuk-bentuk binomial berikut. 

a. (2x + y) 1 c. (x - 3y) 6 


b. (3 + 2x) s 

d. (2 - 3x) 4 

Tentukan koefisien suku x 2 y 2 dari bentuk-bentuk binomial berikut. 

a. (. x+y ) 4 

c. (3x - 2y) 4 

b. (2x + 3 yf 

d. 

Carilah suku lce-3 dari bentuk-bentuk binomial berikut. 

a. (x + 2y) 4 

O 

• 

1 

b. (2x + l) 5 

d. (Z-SY 

Carilah tiga suku pertama bentuk-bentuk binomial berikut. 

a. (3x + l) 4 

C. (x - j ) 4 

b. (x 2 + 1 ) 3 

d. (x-1) 3 



Ruang Sampel Suatu Percobaan 

Himpunan dari semua hasil yang mungkin pada suatu percobaan disebut ruang sampel, 
yang biasa ditulis dengan notasi S dan setiap anggota dari S disebut titilc sampel. 

1. Menentukan Banyak Kemungkinan Kejadian dari Berbagai 
Situasi 

Misalkan lcita mengambil sebuah dadu malca sisi-sisi sebuah dadu alcan terlihat 
banyaknya titik ada 1, 2, 3, 4, 5, dan 6. Jadi ruang sampelnya adalah {1, 2, 3, 4, 5, 6}. 
Apabila lcita melambungkan sebuah dadu selcali malca kemungkinan anglca yang muncul 
adalah 1, 2, 3, 4, 5, atau 6. Kita tidalc dapat memastilcan bahwa anglca 5 harus muncul 
atau anglca 2 tidalc muncul. 

Jadi kemungkinan munculnya angka 1,2,3,4, 5, atau 6 dalam suatu kejadian adalah 
sama. Misalnya, pada percobaan pelambungan sebuah dadu selcali. JikaA adalah kejadian 
muncul bilangan prima, malca A adalah 2,3, dan 5 dan jilea B lcejadian muncul bilangan 
lebih besar dari 5 maka B adalah 6. 
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2. Menuliskan Himpunan Kejadian dari Suatu Percobaan 

Untulc menuliskan kejadian dari suatu percobaan diketahui dengan himpunan. 
Misalnya dalam pelemparan sebuah mata uang sekali, malca ruang sampel S = {A, G }. 
A merupakan sisi angka dan G merupakan sisi gambar. 

Contoh soal 

1. Pada percobaan pelemparan sebuah dadu sekali, A adalah kejadian muncul bilangan 
prima dan B adalah kejadian muncul bilangan lebih besar dari 3, A c , dan B c masing- 
masing merupakan komplemen dari A dan B. Nyatakanlah A, B, A c , dan B c dalam 
bentuk himpunan. 

Penyelesaian 

S= {1,2, 3, 4, 5, 6} A c ={ 1,4,6} 

^={2,3,5} B c ={ 1,2,3} 

B={ 4,5,6} 

2. Diketahui 3 buah mata uang logam mempunyai sisi angka (A) dan sisi gambar ( G ), 
dilempar sekali. Jilca P adalah kejadian muncul dua gambar dan Q adalah kejadian 
muncul tiga angka, nyatakan P dan Q dalam bentuk himpunan. 

Penyelesaian 

Jika S merupakan ruang sampel malca: 

S = {AAA, AG A, GAA, GGA, GAG, AGG, AAG, GGG} 

P adalah kejadian muncul dua gambar, malca: 

P= {GGA, GAG, AGG} 

Q adalah kejadian muncul tiga angka, malca: 

Q = {AAA} 

L^Latih an 2.5 

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar. 

1. Tuliskan ruang sampel dari kej adian berikut. 

a. Pelambungan dua buah uang logam. 

b. Pelambungan sebuah dadu. 

c. Pelambungan tiga uang logam selcaligus. 

d. Pelambungan dua buah dadu selcaligus. 

2. Diketahui dua buah mata uang logam dilambungkan sekali. P adalah kejadian 
muncul dua gambar dan Q kejadian muncul satu angka. Nyatakan P dan Q 
dalam bentuk himpunan. 
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3. Diketahui tiga buah mata uang dilambungkan sekali. Nyatakan dalam sebuah 
himpunan kejadian-kejadian berikut. 

a. Kejadian muncul 0 anglca. 

b. Kej adian muncul 1 anglca. 

c. Kej adian muncul 2 anglca. 

d. Kej adian muncul 3 anglca. 

4. Diketahui dua buah dadu dilambungkan sekali. X adalah kej adian munculnya 
mata dadu pertama dan Y adalah kej adian munculnya mata dadu kedua. Nyatakan 
dalam sebuah himpunan kejadian-kejadian berikut. 

a. Kej adian muncul jumlah mata dadu 10. 

b. Kej adian muncul j umlah mata dadu 12. 

c. Kej adian muncul mata dadu sama. 

d. Kejadian A = {(x, y) \ x + y = 7} . 

e. Kejadian B = {(x,y)\x = 3 }. 

f. Kejadian C = {( x, y) \ y = 5. 


Peluang Suatu Kejadian dan Penafsirannya 

1. Peluang Suatu Kejadian 

Sebelum mempelajari peluang suatu kejadian, marilah kita ingat lcembali mengenai 
ruang sampel yang biasanya dilambanglcan dengan S. Kejadian adalah himpunan bagian 
dari ruang sampel, sedanglcan titilc sampel adalah setiap hasil yang munglcin terjadi pada 
suatu percobaan. Jilca^4 adalah suatu kejadian yang terjadi pada suatu percobaan dengan 
ruang sampel S , di mana setiap titilc sampelnya mempunyai lcemunglcinan sama untulc 
muncul, malca peluang dari suatu kejadian A ditulis sebagai berikut. 

n(A) 

^ 

Keterangan: P(A) = peluang kejadian A 

n(A) = banyalcnya anggota A 

n(S) = banyalcnya anggota ruang sampel S 

Coba kamu pelajari contoh berikut agar lebih memahami tentang peluang. 

Contoh soal 

1. Pada pelemparan 3 buah uang sekaligus, tentulcan peluang muncul: 

a. ketiganya sisi gambar; 

b. satu gambar dan dua anglca. 
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Penyelesaian 

a. S= {AAA, AAG, AG A, GAA, AGG, GAG, GGA, GGG} 
Malca n(S) = 8 

Misal kejadian ketiganya sisi gambar adalah A 

A= {GGG}, malca n(A) = 1 

n(A) _ 1 

~8 


P(A) = 


n(S) 


b. 


Misal kejadian satu gambar dan dua angka adalah B. 
B = {AAG, AGA, GAA}, maka n(B ) = 3 

n(B) _ 3 
n(S) ~ 8 


P(B) = 


Dalam kantong ada 6 kelereng merah dan 5 kelereng putih. Jika diambil 4 kelereng 
sekaligus secara acalc, tentukan peluang terambil: 

a. kelereng merah; 

b. kelereng putih; 

c. 2 merah dan 2 putih; 

d. 3 merah dan 1 putih. 

Penyelesaian 

S = pengambilan 4 kelereng sekaligus. 

11! _ 11! _ 11-10-9-8-7 ! 

n(S) = u C A = 4! (i 1 — 4)! 4!7! _ 4-3-2-1-7! 


= 330 


a. 


Misal kejadian terambilnya kelereng merah adalah A, maka: 

6! 6! 6-5-4! 

n(A) = C = 


P(A) = 


6-4 4!(6 — 4)! 4!2! 4!2 • 1 

n(A) _ 15 _ 1 
n(S) ~ 330 ~ 22 


= 15 


Jadi, peluang terambil kelereng merah adalah 


1 


22 ' 


b. 


Misal kejadian terambilnya kelereng putih adalah B, maka: 

5! 5! 5-4! 


n{B) = 5 C 4 = 


P{B) = 


4!(5 — 4)! 4!1! 4!1! 


1 


= 5 


n(B) _ 5 
n(S) ~ 330 _ 66 


Jadi, peluang terambil kelereng putih adalah 


1 


66 ' 
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c. Misal kejadian terambilnya 2 merah dan 2 putih adalah C, maka: 

6! 5! 

n(C) = r x r = 


x 


6! 5! 

—x— 


2!(6 — 2)! 2!(5 — 2)! 2!4! 2!3! 

6-5-4! 5-4-3! 


P(C) = 


2!4! 

n(C) _ 150 _ 5 
n(S) _ 330 _ 11 


x 


2!3! 


= 15 x 10= 150 


Jadi, peluang terambil 2 merah dan 2 putih adalah 


11 


d. Misal kejadian terambilnya 3 merah dan 1 putih adalah D, maka: 


6! ^ 5! _ 6! 5! _ 6 - 5 - 4 - 3! _ 5 

n ( D ) = 6 C 3 x s C i = 3!(6 — 3)! 1!(5-1)! _ 3!3! I<4! _ 3-2-1-3! M 


= 20 x 5 =100 

n(D) _ 100 _ 10 
P(D} = n(S ) ~ 330 ~~ 33 

Jadi, peluang terambil 4 merah dan 1 putih adalah 



2. Kisaran Nilai Peluang 

Jilca kejadian A dalam ruang sampel S selalu terjadi maka n(A) = n(S ), sehingga 

n(A) _ S 

peluang kejadian A adalah: P(A ) = _ = 1 

Contoh soal 

Tentukan peluang kejadian-kejadian berikut. 

a. Setiap orang hidup pasti memerlukan malcan. 

b. Dalam pelemparan sebuah dadu, berapakah peluang munculnya angka-angka di 
bawah 10? 

Penyelesaian 

a. Karena setiap orang hidup pasti memerlukan malcan, sebab lcalau tidalc malcan 
pasti meninggal. 

Jadi n(A) = 1 dan n(S) = 1, maka: 

n(A) 

p w = W) =l 

b. S = {(1, 2, 3, 4, 5, 6} ^ n(S) = 6 

A = munculnya angka-angka di bawah 10 

= {1,2,3,4,5,6} ^ n(A) = 6 
n(A) 6 

P ^=W) = ~6= l 
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Jilca kejadian A dalam ruang sampel S tidalc pernah terjadi sehingga n(A ) = 0, maka 

n(A) _ 0 

peluang kejadian^4 adalah: P(A) = ~ = 0. 

Untulc lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut ini. 

Contoh soal 

Tentukan peluang kejadian-kejadian berikut. 

a. Orang dapat terbang. 

b. Muncul anglca tujuh pada pelambungan sebuah dadu. 

Penyelesaian 

a. Tidak ada orang dapat terbang, maka n(A) = 0 

n(A)_ 0 

P(A) = ~rtS)-~r^S) =0 ’ 

Jadi peluang orang dapat terbang adalah 0. 

b. Dalam pelambungan sebuqah dadu anglca tujuh tidak ada, maka n(A ) = 0 

n(A) _ 0 

P(A) = =0 - 

Dari contoh soal di atas, maka lcita dapat menentulcan kisaran peluangnya adalah: 
Jadi peluang muncul angka tujuh adalah 0. 

3. Frekuensi Harapan Suatu Kejadian 

Frekuensi harapan dari sejumlah kejadian merupakan banyaknya kejadian dikalikan 
dengan peluang kejadian itu. Misalnya pada percobaan^4 dilakukan n kali, maka frekuensi 
harapannya ditulis sebagai berikut. 

F h = n x P(A) 


Perhatikan contoh berikut untulc lebih memahami. 

Contoh soal 

1. Pada percobaan pelemparan 3 mata uang logam sekaligus sebanyalc 240 kali, 
tentukan frekuensi harapan munculnya dua gambar dan satu angka. 

Penyelesaian 

S = {AAA, AAG, AGA, GAA, AGG, GAG, GGA, GGG} => n{ S) = 8 
A = {AGG, GAG, GGA } => n(A) = 3 

yi( A^) 

F h (A) = n x P(A) = 240 x ^ 

= 240 x | = 90 kali 
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2. Pada percobaan pelemparan 2 buah dadu sekaligus sebanyak 108 kali, tentukan 
frekuensi harapan munculnya A = {(x, y) \ x = 3}, x adalah dadu pertama dan y 
adalah dadu kedua. 

Penyelesaian 

S= {(1,1), (1,2), (1,3),.,(6,6)} => /i(5) = 36 

A = {(3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4), (3, 5), (3, 6)} => n(A) = 6 

F(A ) = n x P(A) 

n(A) 

= n x ~MS) 

= 108 x ^ = 18 kali 

r LatiHan 2.6 

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar. 

1. Jilca sebuah dadu dilambungkan selcali, tentukan peluang munculnya angka-angka: 

a. Iebihdari4, c. ganjil, 

b. kurang dari 3, d. kelipatan 3. 

2. Jilca sebuah dadu dilambungkan 360 kali, tentukan frekuensi harapan munculnya 
angka-angka: 

a. genap, c. 8, 

b. prima, d. Iebihdari5. 

3. Dua buah dadu dilepar sekaligus. Jikax dadu pertama dany dadu kedua, tentukan 
peluang terambilnya: 

a. A = {(x, y) | y = 3}; c. C = {(x, y) \ y = x + 1}; 

b. B = {( x, y) | x +y = 10}; d. D = {(x, y) \ x + 2y = 12}. 

4. Dalam suatu lcotalc terdapat 10 bola, di mana 6 bola berwama merah dan empat bola 
berwama putih. Jika 2 bola diambil sekaligus, berapakah peluang munculnya bola: 

a. merah, 

b. putih? 

5. Dalam satu set lcartu bridge, berapakah peluangnya jilea terambil: 

a. lcartu As berwarna merah, 

b. lcartu bernomor yang kurang dari 6, 

c. lcartu bernomor lebih dari 4? 

6. Dalam sebuah lcotalc terdapat 10 lcartu bernomor 1 sampai 10. Jika diambil satu 
lcartu secara acalc sampai 150 kali, berapakah frekuensi harapan munculnya: 

a. nomor ganj il, c. nomor yang lebih dari 7? 

b. nomor prima, 
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4. Peluang Komplemen Suatu Kejadian 

Untuk mempelajari peluang komplemen suatu kejadian, coba perhatikan contoh 
berikut. 

Contoh soal 

Pada pelemparan sebuah dadu selcali, berapakah peluang munculnya: 

a. nomor dadu ganj il, 

b. nomor dadu tidak ganj il? 

Penyelesaian 

a. Untuk menjawab permasalahan peluang munculnya nomor dadu ganjil kita lihat 
ruang sampel lebih dahulu yaitu S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, maka n{S) = 6. 

A adalah jilca keluar nomor ganjil yaitu A = {1, 3, 5}, maka n(A ) = 3 sehingga 

n(A)_ 3_1_ 

~ 6 ~ 


P(A) = 


n(S) 6 2 

b. Peluang munculnya nomor dadu tidak ganjil kita sebut A c (komplemen dari A), 


maka A c = {2, 4, 6} => n(A c ) = 3, sehingga P{A C ) = 


MX 

n(S) 


3 _J_ 
6 ~2 


Dari contoh tersebut kita dapat mengambil kesimpulan bahwa: 

P(A) + PiA?) = \ + \ =1 
P(A) + P(A°) = 1 atau P(A°) = 1 - P(A) 


Untuk lebih jelasnya, pelajarilah contoh soal berikut ini. 

Contoh soal 

Dalam sebuah kotak terdapat bola yang diberi nomor 1 sampai 10. Jilca diambil sebuah 
bola, berapakah peluang munculnya: 

a. nomor prima, 

b. bukan nomor prima. 

Penyelesaian 

a. 5= {1,2, 3,4, 5, 6, 7, 8,9, 10} => n(S) = 10 
Misalnya munculnya nomor prima adalah A, maka: 

A = { 2, 3, 5, 7} ^ n(A) = 4 
n(A) 4 

P ^ = n(sj~ 10 =0 ’ 4 

b. Bukan nomor prima = A c , maka peluangnya = P(A C ): 

P(A C ) = 1 - P(A) 

= 1-0,4 = 0,6 
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5. Peluang Dua Kejadian Saling Asing 


a. Peluang gabungan dua kej adian (kej adian A atau kej adian B ) dapat ditentukan dengan 
rumus sebagai berikut. 

Misal A dan B adalah dua kejadian yang berbeda S , malca peluang kejadian AuB 
ditentukan dengan aturan: 

P(AuB ) = P(A) + P(B) - P(AnB) 

Contoh soal 

Dalam melambungkan sebuah dadu, jilca A adalah kejadian munculnya bilangan 
ganjil dan B adalah kejadian munculnya bilangan prima. Tentukan peluang kejadian 
munculnya bilangan ganjil atau prima! 

Penyelesaian 

S = {1, 2, 3, 4, 5, 6} 

3 

A = bilangan ganjil : {1, 3, 5} —> P(A) = ~ 

6 

3 

B = bilangan prima : {2, 3, 5} —> P(B) ~ 

6 

2 

AnB = {3, 5} -> P{AnB} = ~ 

6 

P(AuB) = P(A) + P(B) - P(AnB) 

332 6-2 4 2 
6 6 6 6 6 3 



Jadi peluang kejadian munculnya bilangan ganjil atau prima adalah 


2 

3 


b. Peluang gabungan dua kejadian saling asing (kejadian A atau B di mana A dan B 
saling asing) 

Karena A dan B saling asing malca AnB = 0 atau P{AnB) = 0 
Sehingga: P (AuB) = P(A) + P(B) - P(AnB) 

P(A) + P(B) - 0 

P (AuB) = P(A) + P(B ) 

Contoh soal 

Dalam sebuah kantong terdapat 10 lcartu, masing-masing diberi nomor yang 
berurutan, sebuah lcartu diambil dari dalam kantong secara acalc, misal A adalah 
kejadian bahwa yang terambil lcartu bemomor genap dan B adalah kejadian terambil 
lcartu bernomor prima ganjil. 
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a. Selidiki apakah kejadian^4 dan B saling asing. 

b. Tentukan peluan kejadian A atau B. 

Penyelesaian 

a. ( AnB ) { } maka^4 dan B sailing asing 


b. S = {1,2, 3, 4, 5, 6,7, 8,9, 10} 


A = {2,4,6, 8, 10} 

B ={3,5,7} 

P{AnB) = { } 

P (AuB)= P(A) + P(B) 



5 3 8 4 

10 + 10 ~~ 10 ~~ 5 


6. Peluang Kejadian Saling Bebas 

Jilca kejadian A tidalc memengaruhi terjadinya kejadian B dan sebaliknya atau terjadi 
atau tidaknya kej adian A tidalc tergantung pada terj adi atau tidaknya kej adian B. Hal ini 
seperti digambarkan pada pelemparan dua buah dadu sekaligus. 

A adalah kejadian keluamya dadu pertama angka 3 dan B adalah kejadian keluamya 
dadu lcedua angka 5 maka kejadian A dan kejadian B merupakan dua kejadian yang 
saling bebas, dan peluang kejadian ini dapat dirumuskan: 

P(AnB ) = P(A) x P(B ) 

Coba lcamu pelajari contoh berikut untulc lebih memahami tentang kejadian saling 
bebas. 

Contoh soal 

Pada pelemparan sebuah dadu sekaligus. A adalah kejadian keluamya dadu pertama 
angka 3 dan B adalah kejadian keluamya dadu lcedua angka 5. Berapalcah peluang 
terjadinya^ B, dan AnB. 

Penyelesaian 

S={(h 1), (1,2), (1,3),. ,(6,6)} -> n(S) = 36 

A = {(3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4), (3, 5), (3, 6)} -> n(A) = 6 
B = {(1, 5), (2, 5), (3, 5), (4, 5), (5, 5), (6, 5)} -> n(B) = 6 

n(A) _ 6 _ 1 
P W = ~n(S) ~36~6 
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n(A) 6 1 


P(5) n(S) 36 6 

P(AnB) = P(A ) x P(5) = ^ x i = ^ 

7. Peluang Kejadian Bersyarat 

Dua kejadian disebut kejadian bersyarat atau kejadian yang saling bergantung apabila 
terjadi atau tidalc terjadinya kejadian^ akan memengaruhi terjadi atau tidalc terjadinya 
kejadian 5. Peluang terjadinya kejadian ^4 dengan syarat kejadian B telah muncul adalah: 


P(A/B) = 


P(A n B ) 

— — , dengan syarat P(B ) ^ 0 


Atau peluang terjadinya kejadian B dengan syarat kejadian A telah muncul adalah: 


P(B/A) = 


P(A n B) 
P{A) 


dengan syarat P(A) ^ 0 


Untulc lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut. 

Contoh soal 


Dalam sebuah kotak terdapat 6 bola merah dan 4 bola putih. Jilca sebuah bola diambil 
dalam kotak itu berturut-turut sebanyak dua kali tanpa pengembalian. Tentukan peluang 
yang terambil kedua-duanya bola merah. 


Penyelesaian 


P(A) = ; P(B/A) = | 

P(AnB) = P(A) ■ P(B/A ) 

_ 6_ 5 _ 30 _ 1 

10 9 90 3 


Jadi, peluang yang terambil kedua-duanya bola merah tanpa pengembalian adalah 



C Latil an 2.7 

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar. 

1. Sebuah lcartu diambil secara acalc dari 52 buah lcartu bridge. Tentukan peluang 
terambil lcartu slcop atau lcartu berwarna merah. 

2. Jilca sebuah dadu dilempar selcali, tentukan peluang munculnya anglca dadu 
bilangan prima atau bilangan genap. 

3. Dalam pelemparan dua buah dadu sekaligus, berapalcah peluang lceluarnya dadu 
pertama anglca 1 dan dadu lcedua anglca 4. 
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4. Dalam lcantin sekolah terdapat 30 siswa, di mana 12 siswa sedang minum es dan 
malcan soto, 20 siswa sedang minum es dan malcan bakso, sedangkan 3 siswa 
hanya duduk. Tentukan peluang yang minum es saja. 

5. Dalam lcotak terdapat 10 bola, 5 bola berwarna putih, 1 bola merah dan lainnya 
berwarna kuning. Jilca sebuah bola diambil secara acak, berapa peluang: 

a. terambil bola berwarna kuning, 

b. terambil bola tidalc berwarna kuning. 

6. Sebuah dadu dilempar satu kali. Tentukan peluang keluarnya bilangan genap, 
bila telah diketahui telah keluar bilangan lebih dari 5. 


Rangku 


man 


) 


1. Aturan pengisian tempat 

Jilca sesuatu pekerjaan diselesaikan dengan p cara yang berlainan dan sesuatu 
pekerjaan lain diselesaikan dengan q cara yang berlainan, malca banyaknya cara 
untulc melakukan dua kegiatan itu dapat diselesaikan dengan (p x q) cara. 

2. Faktorial 

n\ = n (n — l)(n - 2){n - 3) ... 3-2-1 

3. Permutasi dari n unsur, pada setiap pengambilan diambil r unsur dirumuskan: 

n\ 

rP r (n — r)\ 

4. Banyaknya permutasi dari n unsur dengan m unsur yang sama dirumuskan: 

n\ 

P= — 


mi 


5. Permutasi siklis dari n unsur dirumuskan: 


6 . 


P = (n- 1)! 

Kombinasi dari n unsur, pada setiap pengambilan diambil r unsur dirumuskan: 

n\ 

C = 


n r 


r\(n-r)\ 


7. Bentulc (a + b) n dapat dijabarkan dengan binomial Newton sebagai berikut: 


(a + ^)"=S« C * a "~ kbk 


k =0 


8. Peluang kejadian A jilca ruang sampel S adalah: 

n(A) 


P{A) = 


n{S) 


di mana 0 < P(A) < 1 
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9. Frekuensi harapan munculnya kejadian A dalam n kali percobaan adalah: 

F h = P{A ) x „ 

10. Kejadian majemuk 

Peluang kejadian A atau kejadian B dinotasikanP(^4u5) adalah: 

P{AkjB) = P(A) + P{B ) - P(AnB ) 

Jilca AnB = 0, malca disebut kejadian saling lepas atau saling asing, sehingga: 
P{AkjB) = P{A) + P(B ) 

11. Kejadian A dan kejadian B merupakan dua kejadian saling bebas apabila: 

P(AnB) = P(A) x P(B) 

12. Kejadian A dan kejadian B merupakan dua kejadian tidalc saling bebas atau 
kejadian bersyarat apabila: 



P(A n B) 


P(A/B ) = 

P{B) 

dengan syarat P(B) ^ 0 atau 


P(AnB) 


P(B/A) = 

P(A) 

dengan syarat P(A) ^ 0 


I. Pilihlah salah satu jawaban yang paling benar. 

1. Dari 5 pria dan 4 wanita akan dipilih 3 pria dan 3 wanita. Banyak cara memilih ada .... 

a. 60 d. 20 

b. 40 e. 18 

c. 24 

2. Banyak sepeda motor yang memakai nomor polisi dengan susunan angka-angka 1,2, 3, 
4 dan 5 dan terdiri atas lima anglca tanpa berulang adalah .... 

a. 40 d. 240 

b. 60 e. 400 

c. 120 


n\ 


3. Nilai n yang memenuhi = 6 adalah .... 


a. 2 

b. 3 

c. 4 


d. 5 

e. 6 
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L_ 


4. Suatu rapat diikuti 7 orang yang duduk mengelilingi meja bundar. Banyak cara duduk 
adalah .... 

a. 270 d. 4.050 

b. 460 e. 5.040 

c. 720 

5. Koefisien suku yang memuat x 5 dari (x + y) 8 adalah .... 

a. 20 d. 64 

b. 28 e. 128 

c. 56 

6. Sebuah kantong berisi 7 kelereng merah dan 5 kelereng kuning. Dari kantong itu diambil 
3 kelereng sekaligus secara acak. Banyak cara terambil 2 kelereng merah dan 1 kelereng 
kuning adalah.... 

a. 103 d. 106 

b. 104 e. 108 

c. 105 



17 

Jika peluang kejadian hujan dalam kurun waktu 30 hari adalah yx maka peluang kejadian 
tidak hujan dalam kurung waktu 30 hari adalah .... 


a. 

b. 


c. 


12 

30 

13 

30 

14 

30 


d. 

e. 


11 

30 

11 

30 


8. Pada pelemparan dua buah dadu satu kali, peluang munculnya mata dadu berjumlah 8 
atau 5 adalah .... 


a. 

b. 

c. 



d. 

e. 


1 

9 

2 
9 


9. Tiga uang logam dilempar bersama-sama. Jika A adalah kejadian muncul tepat dua 
angka, maka P(A) adalah .... 


a. 

b. 

c. 


3 

4 

1 

8 

2 
8 


d. 

e. 


3 

8 

5 

8 
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10. Dua dadu dilempar bersama-sama. Peluang muncul mata dadu pertama 3 dan mata 
dadu kedua 5 adalah .... 


_ 6 _ 

36 


b. 

c. 


_5_ 

36 

_4_ 

36 


d. 

e. 


_3_ 

36 

J_ 

36 


11. Dua buah dadu dilempar bersama-sama. Peluang munculnya jumlah mata dadu 9 atau 
10 adalah .... 


a. 

b. 

c. 


_5_ 

36 

J_ 

36 

_ 8 _ 

36 


d. 

e. 


9_ 

36 

11 

36 


12. Kotak pertama berisi 5 bola merah dan 3 bola kuning. Kotak kedua berisi 2 bola merah 
dan 6 bola kuning. Dari masing-masing kotak diambil sebuah bola secara acak. Peluang 
terambilnya kedua bola berwama sama adalah .... 


a. 

b. 

c. 


1 

8 

_5_ 

16 

1 _ 

16 


d. 

e. 


9_ 

16 

7 

8 


13. Dari seperangkat kartu bridge diambil secara acak satu lembar kartu. Peluang 
terambilnya kartu yang bukan As adalah .... 


• 52 13 

J_ 48 

' 13 e ' 52 

JL 

• 52 


14. Pada percobaan melempar sebuah dadu sebanyak 600 kali, frekuensi harapan munculnya 
bilangan prima adalah.... 

a. 250 d. 450 

b. 300 e. 500 

c. 325 


15. Jika berlaku C. = P, maka nilai n adalah .... 

n 4 n 3 

a. 9 d. 27 

b. 12 e. 35 

c. 15 
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16. Pada suatu tiang diikatkan bendera 4 buah berwarna merah, 2 bira, dan 2 hijau. Setiap 
susunan mempunyai arti yang berbeda. Banyaknya susunan yang mungkin adalah .... 

a. 70 d. 280 

b. 90 e. 420 

c. 240 

17. Dari 10 peserta olimpiade matematika yang masulc nominasi akan dipilih 3 nominasi 
terbaik secara acak. Banyakpilihan yang dapat dilakukan adalah .... 

a. 10 d. 120 

b. 20 e. 720 

c. 40 

18. Dalam suatu pertemuan ada 30 orang dan saling berjabat tangan. Banyak cara jabat 
tangan yang terjadi adalah .... 

a. 435 d. 875 

b. 455 e. 885 

c. 870 


19. Sebuah kantong berisi 6 bola merah, 4 bola putih, dan 8 bola bira. Apabila 3 bola diambil 
sekaligus secara acak, peluang terambil 2 bola putih dan 1 bola merah adalah .... 

55 _3_ 

a - 204 a ■ 68 

. 5 _ 6 _ 

b ' 204 e ' 17 

7 

c - 102 


20. Sebuah kartu diambil dari seperangkat kartu bridge. Peluang terambil kartu As atau 
kartu warna merah adalah .... 


a. 

b. 


c. 


_4_ 

54 

10 

52 

26 

52 


d. 

e. 


28 

52 

30 

52 


II. Kerjakan soal-soal berikut ini dengan benar. 

1. Dari lima buah angka 1,2, 3,4, 5 hendak disusun bilangan genap yang terdiri atas tiga 
angka. Berapa banyaknya bilangan yang dapat disusun jika angka-angka itu: 

a. boleh ada yang sama, 

b. tidak boleh ada yang sama. 
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2. Sebuah kantong berisi 7 kelereng merah dan 5 kelereng kuning. Dari kantong itu diambil 
3 kelereng sekaligus secara acak. Ada berapa cara pengambilan, jilca kelereng yang 
diambil adalah: 

a. ketiganya berwama merah, 

b. ketiganya berwarna kuning, 

c. 2 kelereng berwarna merah dan 1 kelereng berwarna kuning? 

3. Terdapat 10 bola yang diberi nomor 1 sampai 10. Jilca diambil 2 bola secara acak dari 
lcartu itu, berapa peluang terambil 2 bola dengan nomor bilangan prima? 

4. Pada percobaan melempar dua buah dadu sekaligus, tentukan peluang kejadian mata 
dadu yang muncul berjumlah lebih dari 4. 

5. Dalam pelemparan dua buah dadu sekaligus, tentukan peluang keluarnya jumlah lcedua 
mata dadu sama dengan 5 atau jumlah kedua mata dadu sama dengan 10. 

6. Tentukan banyaknya susunan yang berbeda dapat dibuat dari kata: 

a. BUKU 

b. RATARATA 

c. LIMIT 

d. KALKULUS 




Tentukan n jilca: 

a< (n + 3)^2~ 

b. 4 P = 24 C A . 

n 3 n 4 


Dilcetahui kejadian A dan B adalah kejadian yang saling bebas tetapi tidak saling lepas. 
Jika P(A) = ^ dan P(AuB ) = j , hitunglah P(B). 


9. Tentukan koefisien suku lce-5 dari (-2 x-y) 1 . 

10. Dalam sebuah lcotalc terdapat 12 bola merah dan 8 buah bola putih. Jika sebuah bola 
diambil dari dalam lcotalc berturut-turut sebanyalc dua kali tanpa pengembalian, tentukan 
peluang yang terambil lcedua-duanya bola merah. 
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Trigonometri 


Penggunaan Rumus Sinus dan Cosinus Jumlah Dua Sudut, Selisih 0 

Dua Sudut, dan Sudut Ganda 

Rumus Jumlah dan Selisih Sinus dan Cosinus [Zf 
Menggunakan Rumus Jumlah dan Selisih Sinus dan Cosinus 0 

Pernahkah kamu berpikir untuk mencocokkan apalcah betul tinggi monumen 
nasional (Monas) ±130 meter? Untuk membuktikannya, kamu dapat menerapkan 
konsep trigonometri yaitu menggunakan tangen suatu sudut pada perbandingan 
trigonometri. Caranya dengan mengukur besamya sudut yang terbentuk oleh garis 
pandang pengamat ke puncak Monas melalui garis horizontal. Misalnya jika pengamat 
berada pada sudut 30°, malca pengamat harus berjalan mendekati Monas sampai 
terbentuk sudut 45°. Apabila jarak dari tempat pengamatan pertama sejauh 1 km, 
maka dengan aturan sudut ganda pengamat dapat menentukan tinggi Monas. Nah, 
pada bab ini kamu akan mempelajari rumus trigonometri dan penggunaannya. 

I 1 I L | j I t | i & | | ; : p I | i E I | I I I I I K I ] I I I 
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Peta 

Konsep 




Kata Kunci 



• sinus jumlah dan selisih sudut 

• cosinus jumlah dan selisih sudut 

• tangen jumlah dan selisih sudut 

• perkalian sinus dan cosinus 

• sinus sudut ganda 

• cosinus sudut ganda 

• identitas trigonometri 




















































Penggunaan Rumus Sinus dan Cosinus Jumlah Dua 
Sudut, Selisih Dua Sudut, dan Sudut Ganda 


1. Rumus Cosinus Jumlah dan Selisih Dua Sudut 


Sebelum membahas rumus cosinus untuk jumlah dan selisih dua sudut, perlu lcamu 
ingat kembali pelajaran di kelas X. Dalam segitiga siku-siku^5Cberlaku: 



C 


B 



sisi di depan sudut A 

BC 

sin a 

sisi miring 

AC 

cos a 

sisi di dekat sudut A 

AB 

sisi miring 

AC 

tan a 

sisi di depan sudut A 

BC 

sisi di dekat sudut A 

AB 


Selanjutnya, perhatikanlah gambar di samping. 

Dari lingkaran yang berpusat di 0(0, 0) dan 
berjari-jari 1 satuan misalnya, 

ZAOB = ZA 
ZBOC = ZB 
maka ZAOC= ZA + ZB 

Dengan mengingat kembali tentang koordinat 
Cartesius, maka: 

a. koordinat titik A ( 1,0) 

b. koordinat titik5 (cos A, sin A) 

c . koordinat titik C {cos (A + 5), sin (A+ B)} 

d. koordinat titik D {cos (-5), sin (-5)} atau (cos 5, -sin B) 

AC = BD maka AC 1 = DB 2 

{cos (A + B) - l} 2 + {sin {A+ B) - 0} 2 = {cos B - cos A} 2 + {-sin B - sinX} 2 

cos 2 (A + B) - 2 cos (A + B) + 1 + sin 2 (A + B) = cos 2 B - 2 cos B cos A + cos 2 A + 
sin 2 B + 2 sin B sin A + sin 2 A 
2-2 cos (A + B) = 2 - 2 cos A cos B + 2 sin A sin B 
2 cos (A + B) =2 (cos A cos B - sin A sin B) 
cos (A + B) — cos A cos B - sin A sin B 

Rumus cosinus jumlah dua sudut: 

cos {A+ B) = cos A cos B - sin A sin B 

Dengan cara yang sama, maka: 
cos (A - B) = cos (A + ( -B )) 
cos (A - B) = cos A cos ( -B ) - sin A sin ( -B ) 
cos (A -B) = cos A cos B + sin A sin B 
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Rumus cosinus selisih dua sudut: 


cos (A-B) = cos A cos B + sin A sin B 

Untuk memahami penggunaan rumus cosinus jumlah dan selisih dua sudut, pelajarilah 
contoh soal berikut. 

Contoh soal 


Diketahui cos A 
cos (A - B). 

Penyelesaian 


5 _ 

13 


dan sin B 


24 

25 


sudut A dan B lancip. Hitunglah cos (A + B) dan 


5 12 

cos A = jj , maka sin A 


13 


24 7 

sin B = 25 , maka cos B = -jj 


cos (A + B) = cos A • cos B - sin A • sin B 

= _5_ _7_ 12 24 

13 ’25 13 ’ 25 


35 288 


325 325 


253 

325 


r - 

Ingat!! 

r'rp . !jji 'j mty-rvjFjjPf 

Sudut A dan B lancip, maka 

sin A = jj = 

7 

^>cos B = 25 

cos A = - 

^ sin B - 25 

^—.— 

- i 


cos {A-B) = cos A • cos B + sin A • sin B 

5 7 12 24 

13 25 13 25 

35 288 = 323 

325 325 325 


2. Rumus Sinus Jumlah dan Selisih Dua Sudut 


Perhatikan rumus berikut ini. 


71 


sin {A+ B) = cos {— ~{A+ B)} 


71 


cos (- - A-B) 


n 


cos {(- - A) - Bj 


= cos (- j - A) cos B + sin (^ - A) sin B 
= sin A cos B + cos A sin B 


Maka rumus sinus jumlah dua sudut: 
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Dengan cara yang sama, malca: 

sin (A -B) = sin {A + (-5)} 

= sin A cos ( -B ) + cos A sin ( -B ) 
= sin A cos B - cos A sin B 


Rumus sinus selisih dua sudut: 


sin ( A-B) = sin A cos B - cos A sin B 


Perhatikan contoh soal berikut ini untuk memahami tentang penggunaan rumus sinus 
jumlah dan selisih dua sudut. 

Contoh soal 


Diketahui cos A = -j dan sin B = ^, sudut A dan B tumpul. Hitunglah sin (A + B) dan 
sin (A -B). 

Penyelesaian 

cos A =--j, maka sin A = (kuadran II) 

5 12 

sin B = , maka cos B = - yy (kuadran II) 


sin {A+ B) = 


sin A cos B + cos A sin B 

1 , 12 x + , 4x _5_ 

5 ( 13 } ^ 5^*13 


36 20 


56 


sin (A- B) 


65 65 65 

sin A cos B - cos A sin B 

5 

13 


3 

f 12 > 


r 43 

5 

l 13 ; 


l 5 J 


36 20 


16 




65 65 


65 


hUSl' *• * ‘nVtiH Vl II*■‘*'^8 

Ingat!! 


Jilca sudut A dan B tumpul, 


sin A = j 


sin B = yy 


cos A = -j 


cos B = - 


11 

13 


3. Rumus Tangen Jumlah dan Selisih Dua Sudut 

sin (A + B) 

tan (A+B) = — (A - B) 

sin A cos5 + cos^4 sin B 
cos A cos B - sin A sin B 


1 

sin^4 cos5 + cos^4 sin5 cosA-cosB 
= cos A cos B-sinA sin B 1 

cos A cos B 
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sin A cos B + cos A sin B 
cos A cos B 


cos A cos B -sin A sin B 
cos A cosB 

sin A cos B cos ^4 sin 5 
cos ^4 cos 5 cos A cos 5 
cos ^4 cos B sin A sin B 
cos A cos 5 cos A cos 5 

sin A sin B 

_ cos A cos i? = tan ^4 + tan i? 

^_sin^4 sini? 1-tmAtmB 
cos A cos5 

Rumus tangen jumlah dua sudut: 


tan A + tan B 
tan ( A + B ^ = 1 - tan A tan B 

tan ^4 - tan B 
tan 04-5)= , + tan , tanB 

Pelajarilah contoh soal berikut agar lcamu memahami penggunaan rumus tangen jumlah 
dan selisih dua sudut. 

Contoh soal 

Tanpa menggunakan tabel logaritma atau kalkulator, hitunglah tan 105°. 

Penyelesaian 

tan 60° + tan 45° 
tan 105° = tan (60+ 45)° = 1-tan 60° tan45° 


>/3+l _ >/3+l l + >/3 
1-V3 ~~ 1-V3 1 + V3 


V3 + 3 +1 + V3 4 + 2 V 3 
1 2 -(V3) 2 1-3 


4 + 2\/3 
-2 


-(2 + V 3 ) 


^Latihan 3.1^) _ 

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar. 

1. Hitunglah dengan rumus sinus jumlah dan selisih sudut berikut. 

a. sin 105° 

b. sin 75° cos 15° - cos 75° sin 15° 
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2. Hitunglah dengan nanus cosinus jumlah dan selisih sudut berikut. 

a. cos 195° 

b. cos 58° cos 13° + sin 58° sin 13° 


3. Diketahui sin A 


3 

5 


cos B = 


5_ 

13 


, dan A dan B merupakan sudut lancip. 


a. Tentukan tan (A + B) 

b. Tentukan tan (A - B) 

4 

4. Diketahui A A dan Z5 adalah sudut lancip. Jika cos A = y dan cos B 

tentukan: 

a. cos (A +B) 

b. sin (A - B ) 


24 

25 ’ 


5. Sederhanakanlah: tan (x + 45°) • tan (x - 45°). 


4. Penggunaan Rumus Sinus, Cosinus, dan Tangen Sudut Ganda 


a. Menggunakan Rumus Sinus Sudut Ganda 

Dengan menggunakan rumus sin (A + B), untuk^4 = B maka diperoleh: 

sin 2 A = sin (A + B) 

= sin A cos A + cos A sin A 
= 2 sin A cos A 



Rumus: 

Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut ini. 

Contoh soal 

Diketahui sin A = - di mana A di kuadran III. Dengan menggunakan rumus 
sudut ganda, hitunglah sin 2 A. 

Penyelesaian 


r 2 = x 2 + y 


x 2 = r 2 - y 2 

= 13 2 - (-5) 2 
= 168-25 
x 2 = 144 


x =12, karena di kuadran III 


cos A = 


-x 


cos A = - 


11 

13 


sin 2A= 2 sin A cos A = 


2 (~— 
13 


5 )(-lf) 


120 


169 
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b. Rumus Cosinus Sudut Ganda 


Dengan menggunakan rumus cos (A + B), untuk ^4 = B malca diperoleh: 

cos 2A = cos (A + A) 

= cos A cos A - sin A sin A 
= cos 2 A - sin 2 A .(1) 

atau 

cos 2 A = cos 2 A - sin 2 A 

cos 2 A - (1 - cos 2 A) 
cos 2 A - 1 + cos 2 A 
= 2 cos 2 A - l .(2) 

atau 

cos 2 A = cos 2 A - sin 2 A 

= (1 - sin 2 A) - sin 2 A 
= 1 - 2 sin 2 A .(3) 




Ingat!! 




sin 2 A + cos 2 A = 1 


2 4 — 


Dari persamaan (1), (2), dan (3) didapat rumus sebagai berikut. 

cos 2 A = cos 2 A - sin 2 A 
cos 2A = 2 cos 2 A -l 
cos 2A = 1 - 2 sin 2 A 


Pelajarilah contoh soal berikut untuk memahami rumus cosinus sudut ganda. 

Contoh soal 


24 

Diketahui cos A = - 25 ? di mana A dikuadran III. Dengan menggunakan rumus 
sudut ganda, hitunglah nilai cos 2^4. 

Penyelesaian 

cos 2^4 = 2 cos 2 A 1 



276 1.152 1 = 527 

’ 625 1 625 625 


c. Rumus Tangen Sudut Ganda 

Dengan menggunakan rumus tan (A + B), untuk A = B diperoleh: 
tan 2 A = tan (A + A) 


tan A + tan A _ 2 tan A 

1 - tan A ■ tan A 1 - tan 2 A 
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Rumus: 


tan 2 A - 


2 tan A 
1 - tan 2 A 


Perhatikan contoh soal berikut ini. 

Contoh soal 

4 

Jika a sudut lancip dan cos a = y, hitunglah tan 2a. 

Penyelesaian 

BC 2 = AC 2 - AB 2 
= 5 2 - 4 2 
= 25-16 = 9 

BC = V9 = 3 

BC = 3 
4 



tan a = 


tan 2a = 


2 tan a 
1 - tan 2 a 

2 

2 

16 9 


2 


16 16 

_ 3 16 24 

— “1“ X 


1 - 

3 

J_ 

7 

16 


V 4 / 


1 - 


16 


2 7 


7 


d. Rumus Sudut Ganda untuk Sin 4 A, Cos dan Tan \a 

2 ' 2 ' 2 

Berdasarkan rumus cos 24 = 1 - 2 sin 2 A dan cos 24 = 2 cos 2 4-1, maka dapat 
digunakan menentukan rumus sudut ganda untuk sin t- 4, cos 4 4, dan tan 4 4 . 

Misal 24 = a => 4 = 1, a . sehingga: 
cos 24 =1-2 sin 2 4 
cos a = 1 - 2 sin 2 t-oc 

2 sin 2 t-oc = 1 - cos a 

. , 1 1 -cos a 
Sin 2 “ = 


1 

sin —a = 


1-cos a 
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Begitu pula 
cos 2 A 

cos a 


untukcos ^oc 
2 cos 2 A - 1 
2 cos 2 ^-oc - 1 


„ 9 1 

2 cos 2 ^"OC 

9 1 

cos 2 ^oc 
1 

cos ^oc 


cos a + 1 
cos a + 1 


cos a + 1 


Dengan cara yang sama didapat: 


1 sin a i 1 - cos a 

tan ^a —-— jika cos a^-1 atautan ^a —:——— jika sin a^O. 

2 1 + cos a J 2 sm a J 


Rumus: 



Untulc lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut. 

Contoh soal 


Hitunglah nilai dari: 

1. sin 15° 

2. cos 67,5° 

3. tan 22,5° 

Penyelesaian 


1. sin 15° = 


1-cos 30 ( 




2->/3 

4 
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ikjiak 


2. cos 67,5° 


3. tan 22,5° 


cos 135° + 1 

V 2 



Ingat!! 






sin (180-^4)° = sin^4 
cos (180 -A)° -cos ^4 

tan (180 - A)° -tan A 

* -i 


sin 45° 

1 + cos 45° 




\Jl _ 2-72 

2 + V2 ~~ 2 + -y/2 2-V2 


2V2-2 2(V2-1) 

=- 2 - " 


V 2 2 
2 2 + ^ 


f Latihan 3.2 

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar. 

1. Diketahui sin ^4 = y| , 0 <A< j7i 

a. Tentukan nilai dari sin 2 A. 

b. Tentukan nilai dari cos 2A. 

c. Tentukan nilai dari tan 2A 

2. Tanpa tabel logaritma dan kalkulator, hitunglah: 

a. 2 sin 75° cos 15° 

sin 81° +sin 15° 
b ‘ sin 69°-sin 171° 

12 

3. Jika sin A = dan A terletak di kuadran II, tentukan nilai: 

a. sin2v4 

b. cos 2^4 

4. Hitunglah: 

a. sin 67,5° 

b. cos 22,5° 

c. tan 15° 

g 

5. Jika cos 2A= jx dan A sudut lancip, tentukan tan A. 
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(^Tug as Kelompok ^ 


■ y jM MS. jf, 


Bagilah kelasmu menjadi beberapa kelompok. Kemudian, buktikan: 

sin 3 A = 3 sin A - 4 sin 3 A 
cos 3A = 4 cos 3 A - 3 cos A 

3 tan A - tan 3 A 


tan 3A 


1-3 tan A 


Cocokkan dengan kelompok lain. Adalcan tanya jawab materi yang sedang diberikan 



Penurunan Rumus Jumlah dan Selisih Sinus dan 
Cosinus 


1. Perkalian Sinus dan Cosinus dalam Jumiah atau Selisih Sinus 
atau Cosinus 


a. Perkalian Cosinus dan Cosinus 


Dari rumus jumlah dan selisih dua sudut, dapat diperoleh rumus sebagai berikut 
cos (A + B) = cos A cos B-sinA sin B 
cos (A -B) = cos A cos B + sin A sin B + 
cos (A + B) + cos (A -B) = 2 cos A cos B 


Rumus: 


2 cos A cos B = cos (A + B) + cos (A - B) 


Pelajarilah contoh soal berikut untuk lebih memahami rumus perkalian cosinus dan 
cosinus. 

Contoh soal 

Nyatakan 2 cos 75° cos 15° ke dalam bentuk jumlah atau selisih, kemudian tentukan 
hasilnya. 

Penyelesaian 

2 cos 75° cos 15° = cos (75 + 15)° + cos (75 - 15)° 

= cos 90° + cos 60° 

= 0 + i 

1 

2 
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b. Perkalian Sinus dan Sinus 


Dari rumus jumlah dan selisih dua sudut, dapat diperoleh rumus sebagai berikut: 

cos (A + B) = cos A cos B - sin A sin B 
cos (A - B) = cos A cos B + sin A sin B _ 

cos (A + B) - cos (A -B) = -2 sin A sin B atau 

2 sin A sin B = cos (A - B) - cos (A + B) 


Rumus: 


2 sin AsinB = cos (A-B)- cos (A + B) 


Agar lebih memahami materi ini, pelajarilah contoh soal berikut. 


Contoh soal 


i i 

Nyatakan 2 sin 67 sin 22 j 0 ke dalam bentuk jumlah atau selisih, kemudian 
tentukan hasilnya. 

Penyelesaian 


2 sin 67-j° sin 22 ^-° 


cos (67 j - 22 j)° - cos (67 j + 22 j)° 
cos 45° - cos 90° 

4 a /2 -0 = 4 V 2 


c. Perkalian Sinus dan Cosinus 

Dari rumus jumlah dan selisih dua sudut, dapat diperoleh rumus sebagai berikut. 

sin (A+ B) = sin A cos B + cos A sin B 
sin (A -B) = sin A cos B - cos A sin B + 

sin (A + B) + sin (A-B) = 2 sin A cos B atau 
2 sin A cos B = sin (A + B) + sin (A - B) 

Dengan cara yang sama didapat rumus: 

2 sin A cos B = sin (A + B) + sin (A - B) 

2 cos A sin B = sin (A+ B)- sin (A - B) 

Untulc lebih memahami rumus perkalian sinus dan cosinus, palajarilah contoh soal 
berikut. 

Contoh soal 

Nyatakan soal-soal di bawah ini ke dalam bentuk jumlah atau selisih sinus, kemudian 
tentukan hasilnya. 

1. sin 105° cos 15° 

2. sin 127 — ° sin 97^-° 

2 2 
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Penyelesaian 

1. sin 105° cos 15° = 


\ {sin (105 + 15)° + sin (105 - 15)° } 


■j (sin 120° +sin 90)' 
+ 1 ) 

+ \ 


2. sin 127—° sin 97-t° 

2 2 


\ (2 sin 127^-° sin 97^°) 

J {cos (127 J ° - 97 j °) - cos (127 j 

■j (cos 30° - cos 225°) 

jr (cos 30° + cos 45°) 

A 


1 

2 


+ yi 


/ 


i(^) 


(_^Latihan 3.3 ). 


Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar. 

1. S ederhanakanlah: 

a. 2 cos (x + 50)° cos (x - 10)° 

b. 2 cos (x + 20)° sin (x - 10 )° 

2. Tentukan nilai dari: 

a. cos 120° sin 60° 

b. sin 75° cos 15° 

3. Tentukan nilai dari: 

a. 2 sin 52^-° sin 7^-° 

b. 2 cos 52 j° cos 7 ^-° 

4. Tentukan nilai dari: 


a. sm 


12 


71 COS 


1 


12 


71 


b. COS ^-71 COS -g- 71 


° + 97 ^- °)} 
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2. Penggunaan Rumus Trigonometri Jumlah dan Selisih Dua Sudut 
dalam Pemecahan Masalah 

Untuk menentukan sudut-sudut selain 30°, 45°, 60° dan sebagainya (sudut istimewa) 
dapat digunakan tabel logaritma maupun kalkulator. Alcan tetapi dapat juga digunakan 
rumus jumlah dan selisih dua sudut istimewa. 

a. Rumus Penjumlahan Cosinus 

Berdasarkan rumus perkalian cosinus, diperoleh hubungan penjumlahan dalam 
cosinus yaitu sebagai berikut. 

2 cos A cos B = cos (A + B) + cos (A - B) 

Misalkan: 

A + B = a A + B = a 

A - B = J3 + A - B = J3 

2 A = a + (3 25 = a - (3 

A = j (a + (3) B = j (a - b) 

Selanjutnya, kedua persamaan itu disubstitusikan. 

2 cos A cos B = cos (A + B) + cos (A - B) 

2 cos j (a + (3) cos j (a - (3) = cos a + cos (3 

atau 

cos a + cos (3 = 2 cos j (a + (3) cos j (a - (3) 

Perhatikan contoh soal berikut. 

Contoh soal 

Sederhanakan: cos 100° + cos 20°. 

Penyelesaian 

cos 100° + cos 20° = 2 cos \ (100 + 20)° cos \ (100 - 20)° 

= 2 cos 60° cos 40° 

2- cos 40° 
cos 40° 

b. Rumus Pengurangan Cosinus 

Dari rumus 2 sin A sin B = cos (A - B) - cos (A + B), dengan memisalkan 
A + B = a dan A-B = \ 3, terdapat rumus: 

cos a - cos (3 = -2 sin j (a + (3) sin j (a - (3) 
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Perhatikan contoh soal berikut. 

Contoh soal 

Sederhanakan cos 35° - cos 25°. 

Penyelesaian 

cos 35° - cos 25° = -2 sin j (35 + 25)° sin j (35 - 25)° 

= -2 sin 30° sin 5° 


= -2- ^ sin 5° 
= - sin 5° 


c. Rumus Penjumlahan dan Pengurangan Sinus 

Dari rumus 2 sin A cos B = sin (A + B) + sin (A - 5), dengan memisalkan 
A + B = a dan A - B = (3, maka didapat rumus: 

sin a + sin (3 = 2 sin j (a + (3) cos j (a - (3) dan 
sin a - sin (3 = 2 cos j (a + (3) sin j (a - (3) 


Agar lebih memahami tentang penjumlahan dan pengurangan sinus, pelajarilah 
penggunaannya dalam contoh soal berikut. 

Contoh soal 

1. Sederhanakan sin 315° - sin 15°. 

Penyelesaian 


sin 315° - sin 15° = 


2-cos Jr(315 + 15)°- sin |(315- 15)‘ 
2* cos 165° • sin 150° 


2-cos 165 * ^ 
cos 165° 


2. Sederhanakan sin 45° + sin 75°. 


Penyelesaian 

sin 45° + sin 75° = 


2 • sin | (45 + 75)° • cos j (45 
= 2 ’ sin 60° • cos (-15)° 

= 2* 1^3 * cos 15° 

V3 cos 15° 


- 75 ) ( 
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d. Rumus Penjumlahan dan Pengurangan Tangen 


tan a + tan (3 


sin a sin (3 sin a cos (3 cos a sin (3 
cos a cos (3 cos a cos (3 cos a cos (3 


sin a cos (3 + cos a sin (3 
cos a cos (3 


sin (a + (3) 
cos a cos (3 


2 sin (a + (3) 2 sin (a + (3) 

2 cosa cos(3 cos (a + (3) + cos (oc — (3) 

Dengan cara yang sama didapat rumus: 


2 sin (a + (3) 

tan a + tan (3 = cos (a + p ) + cos (a _ p) 

2 sin (a - (3) 

tan a - tan (3 -, . n x . - ——ttz 

K cos (a + p) + cos (a - p) 


Perhatikan penggunaan rumus penjumlahan pada contoh soal berikut. 

Contoh soal 

1. Tentukan tan 52,5° - tan 7,5°. 

_2sin (52,5°-7,5°)_ 

cos (52,5°+ 7,5°) +cos (52,5°-7,5°) 

2 sin 45 2^ 

cos 60° + cos 45° I+I /2 

2 2 

+1 (j+g) 

(I + i^) (1-1V5) 

_I 

4 

—2^/2+4 = 4 —2V2 


Penyelesaian 

tan 52,5° - tan 7,5° = 
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2. Tentukan nilai tan 165° + tan 75° 


Penyelesaian 


tan 165° + tan 75° = 


2 sin (165 + 75) c 


cos (165 + 75)° + cos (165 - 75) ( 
2 sin 450° 


cos 240° + cos 90° 

2-\S 

_] = 2-Ji 

2 


3. Membuktikan Rumus Trigonometri dari Sinus dan Cosinus 
Jumlah dan Selisih Dua Sudut 


Kamu dapat membuktikan persamaan suatu trigonometri dengan menggunakan sinus 
dan cosinus jumlah dan selisih dua sudut. Perhatikan contoh soal berikut. 

Contoh soal 

12 4 

1. Diketahui tan A = — dan sin B = — A dan B sudut lancip. Buktikan nilai 

w/ w/ 


cos (A + B) = 


33 


65 


Bukti 

Penyelesaian ruas kiri: 

cos (A + B) = cos A ■ cos B - sin A • sin B 

5 3 _ 12 4 
13 5 13 5 

15 48 


65 65 

33 


65 


(terbukti) 



K 71 

2. Jika 2 cos (x + ) = cos (x - -j), maka buktikan sin x = 0. 


Bukti 


2 cos (x + ) cos (x-f) 


or ^ ^4 

2 {cos x cos 2 " - sin x sm } 
2 cos x cos ~2 - 2 sm x sm 2 " 


71 .71 

cos x cos 2 " + sm x sm 

K .71 

cos x cos 2 " + sm x sm 2 " 
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2 cos x* 0 - 2 sin x* 1 
0 - 2 sin x 
-2 sin x - sin x 
-3 sin x 
sin x 


cos x- 0 + sin x* 1 
0 + sin x 
0 
0 

0 (terbukti) 


4. Membuktikan Rumus Trigonometri Jumlah dan Selisih dari 
Sinus dan Cosinus Dua Sudut 


Kamu dapat membuktikan persamaan suatu trigonometri memakai jumlah dan selisih 
dari sinus dan cosinus dua sudut. Perhatikan contoh soal berikut ini. 

Contoh soal 

1. Buktikan cos 75° - cos 15° = -j V 2 . 

Bukti 

cos 75° - cos 15° = -2 sin j (75° + 15°) sin j (75° - 15°) 


= -2 sin 45° • sin 30° 

= -2 ^V2 • \ 

= - \ V 2 (terbukti) 


2. Buktikan sin (-g- + A) + sin ((^ - A) = cos A 

Bukti 

Penyelesaian ruas kiri: 

sin(f +^) + sin(f -A) = 2sin±{(f+A) + (%-A)}cos±{(f+A)-(%-A)} 

= 2 sin j (2 ^) ■ cos j (2A) 

= 2 sin (-g-)- cos A 

= 2* j cos A 
= cos A 

(terbukti ruas kiri = ruas lcanan) 
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f Latihan 3.4^) 


Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar. 

Tanpa tabel trigonometri atau kalkulator buktikan bahwa: 


1 . 

2 . 

3. 

4. 

5. 

6 . 

7. 

8 . 


cos 75° - cos 15° V 2 
sin 80° + sin 40° = ^3 cos 20° 
sin A + cos A = V 2 cos (A - 45°) 


tan 75° - tan 15° = 2^3 


sin 55° sin35° 
cos35°-cos25° 


-V2 cos 5° 


sinl80° + sin21° _ [z 
sin69°-sinl71° V 


cos 10° + cos 110° + cos 130° = 0 

cos 465° + cos 165° + sin 105° + sin 15° = 0 


r 'i 

C 

l j 


Menggunakan Rumus Jumlah dan Selisih Sinus dan 
Cosinus 


1. Merancang dan Membuktikan Identitas Trigonometri 

Identitas adalah suatu persamaan yang selalu benar untuk konstanta yang manapun 
juga. Cara membuktikan identitas trigonometri dapat menggunakan: 

a. rumus sinus dan cosinus jumlah dan selisih dua sudut, 

b. rumus perkalian sinus dan cosinus dalam jumlah atau selisih sinus atau cosinus, 

c. rumus trigonometri jumlah dan selisih dua sudut dalam pemecahan masalah. 

Contoh soal 

1 -cos 2^4 

1. Buktikan: --=2. 

1-cos A 

Bukti 

Penyelesaian ruas kiri: 

1 - cos 2 A 1 - (1 - 2 sin 2 A) 

1-cos 2 A sin 2 A 
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_ l-l + 2sin 2 ^4 
sin 2 A 

_ 2 sin 2 A 
sin 2 A 

= 2 

Terbukti mas kiri = mas kanan. 



Buktikan: 


cos 3A -cos 5A 

——— : —TT = tan A 
sin 3 A + sm 5 A 


Bukti 

Penyelesaian mas kiri: 

cos 3 A — cos 5 A —2 sin -j • (3A + 5A) sin • (3A — 5 A)) 

sin 3A + sin 5A 2 sin • (3 A + 5A) cos • (3 A - 5A)) 

-2 sin 4A • sin ( —A ) 

2 sin 4 A • cos ( -A ) 

-sin 4 A -(-sin A) 
sin 4 A • cos (A) 

sin 4A • sin A 
sin 4A • cos A 


sin A 


cos B 

Terbukti mas kiri = mas kanan. 


= tan A 


2. Menyelesaikan Masalah yang Melibatkan Rumus Jumlah dan 
Selisih Dua Sudut 


Perhatikan contoh soal berikut ini. 

Contoh soal 


Diketahui sin A 


3 

5 


dan A terletak di kuadran IV. Tentukan nilai: 


1 . sin 2^4 

2 . cos 2^4 

3. tan 2^4 

Penyelesaian 

1. sin2v4 = 2 sin A cos A 

- 2(-f)(f) 

= 24 

25 
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2. cos 2 A 


3. tan 2 A 


1-2 sin 2 ^4 


1 - 2 (- f ) 2 


1-2 


25 


1 - 


18 

25 


_7_ 

25 


sin 2^4 “ 25 

cos 2^4 _7_ 

25 


24 25 24 

“25 ' 7 7 


^Latihan 3 . 5 ^) 


Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar. 

1. Diketahui a, (3, dan ymenyatakan besar sudut-sudut dalam segitiga ABC. Dengan 
tan a = -3 dan tan (3=1, tentukan tan y. 

2. Diketahui tan x = ^ ,71 < x < -jjc. Tentukan cos 3x + cos x. 

3. Jilca sin x = a, -j < x < n, tentukan cos x - tan x. 


4. Jika 0 < A <7i dan 0 < B < 71 memenuhi A+B= k dan sin ^4 = 2 sin 5, tentukan 
(A - B). 

5. Diketahui cos (A-B)= j a/ 3 dan cos ^4 cos B = -j dengan A , 5 sudut lancip. 


Tentukan nilai 


cos (A - B) 


cos (A + B) ‘ 





1. Rumus trigonometri untuk jumlah dan selisih dua sudut: 

a. cos (A + B) = cos A cos B - sin A sin B 

b. cos (A - B) = cos A cos B + sin A sin B 

c. sin (A + B) = sin A cos B + cos A sin B 

d. sin (A-B) = sin A cos B - cos A sin B 
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tan ^4 + tan5 
e. tan (A + B)= ,_ lan _, lan/i 


tan^4 + tan5 
f. tan (A-B)= 1 + tan ^ tan5 


2. Rumus-rumus trigonometri untuk sudut ganda. 

a. sin 2^4 = 2 sin ^4 cos A 

b. cos 2A = cos 2 ^4 - sin 2 ^4 = 2 cos 2 ^4 -1 = 1-2 sin 2 ^4 


c. 


tan 2^4 = 


2 tan A 
1 - tan 2 A 


d. 

e. 

f. 

g- 


. 1 . 1-cos A 

sin jA = J 2 


cos = 


cos ^4 + 1 


1 


sin ^4 


tan -p> A = - j 

2 l + cos^4 


1 


1 -cos ^4 


tan o"^4 = —•—7 
2 sin A 


3. Rumus-rumus perkalian sinus dan cosinus dalam jumlah atau selisih sinus atau 
cosinus. 

a. 2 cos A cos 5 = cos (A + 5) + cos (^4 - 5) 

b. 2 sin AsinB = cos (A -B) - cos (A + 5) 

c. 2 sin ^4 cos B = sin (A + B) + sin (^4 - 5) 

d. 2 cos A sin B = sin (A + B) - sin (A - B) 

4. Rumus-rumus penjumlahan dan pengurangan untuk sinus, cosinus, dan tangen. 

a. cos A + cos 5 = 2 cos -j (A + 5) cos (A - B) 

b. cos A - cos B = -2 sin (A + 5) sin (A - B) 

c. sin A + sin 5 = 2 sin (A+ B) cos(^4 - 5) 

d. sin A-smB = 2 cos (A + B) sin- B) 

2 sin (A + B) 

e. tan J + tan B= cos(A + B) + cos(A _ B) 

2 sin (A - B) 

f. tan A - tan B = — (A ~ B) ~ — (A _ B) 
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/. Pilihlah salah satu jawaban yang paling benar. 

12 3 

1. Diketahui sin A = , sin B = dengan A dan B dikuadran I. Maka nilai cos (A + B ) 


adalah .... 


a. - 


16 

65 


d. 


16 

65 


b. - 


1 _ 

25 


e. 


65 

15 


c. 


1_ 

25 


2. Sin 30° = 
a. -1 


d. j 


b. -j 


e. 1 


c. 


1 


3. 2 sin 15° cos 15° = 

a. 


d. jS 


b. 2 


e. 1 


c, -}V2 


4. Jika tan A = -j dan tan B = j , maka tan (A + B) adalah .... 


a. 


b. 


c. 


-LVI 

T'/s 

1 ri 


d. ^V3 


e. 1 


5. Sin 17° cos 13° + cos 17° sin 13° = .... 


a. 


1 


d. 1 


b. i 42 


e. 0 


c. -j a/3 
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6 . 2 cos 2 30° - 1 = 


a. 


1 


b. {4l 


C. jS 


d. ja /2 


e. 1 


2 

7 3 

7. Diketahui sin x = 25 dan sin y = j, dengan x dan y sudut tumpul. Sin (x + y) 

n 117 1 _ 3 _ 

a. 125 a. 5 


b. 1 


e. - 


125 


c. - 


8 . Jilca sin (90 - A)° = 2 V3 , maka tan A = .... 

a. -g-V3 d. V3 

b. ja/ 3 e. 2 a/3 

c. d-V3 


9. Sin 75° cos 15° + cos 75° sin 15° = 


a. 

0 

d. 

{S 

b. 


e. 

1 

c. 

{46 



10. Jilca tan 5° 

= p, maka tan 40° .. 

• • 

a. 

1 + p 

A 

1 + p 

1 -p 

Q. 

p -1 

1 

1 -p 


1 -p 

b. 

1 + p 

e. 

1 + p 2 


1 



c. 

p -1 





l + cos 2 x 
l-cos 2 x 

a. tan x 

b. cotx 

c. tan 2 x 


senilai dengan ... 


d. cot 2 x 

e. cos 2 x 


Trigonometri 


111 












12. Cos 2A - 2 cos 2 A = 


a. -1 

b. 1 

c. -2 sin A 


d. -2 cos A 

e. 2 cos A sin ^4 


13. Cos 41° cos 11° + sin 41° sin 11° = .... 


a. 


d. 0 


b. i 42 


e. -1 


c. 


1 

2 


71 


14. Sin (x - -j ) + sin (x - 

a. 2 sin x 

b. sinx 

c. 0 


4 K \ 

3 ' 


d. -1 


e. -smx 


15. Cos 44^- cos 30- sin 44^- sin 30 = .... 


a. ^ ^^2 


d. ^V6 -|a/2 


b. ^76-1^2 


e. -\4~6-\4l 


c. ^76-^72 

8 


16. Jika cos 2J = —, dengan ,4 sudut lancip, maka tan A adalah 


a. 


c. 


10 


b. — 


1_ 

3 

1 

5 


1 


20 


d. 


e. 


1 


10 

1 

9 


1 

17. - sin 52,5° sin 7,5 
4 


O _ 


a. 


U*-') 


U r2 - 1 ) 

«■ 


d. — 


e. 
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18. Cos 15° - sin 15° = .... 

a. 0 

b. cos 60° 

c. -cos 60° 

19. Sin67,5° +sin22,5° = .... 

a. 72 

b. sin 22,5° 

c. cos22,5° 


d. cos 45° 

e. -cos 45° 

d. 72 sin 22,5° 

e. 72 sin 22,5° 


20. Jilca sin 2x = 1 - 4p 2 , malca cos 2 x= .... 


a. 


-2p + l 


d. 


p +1 


b. 


—p +1 


e. 0 


c. 


2p + l 


II. 

1 . 


Kerjakan soal-soal berikut ini dengan benar. 


Diketahui sin A = 

a. sin (A +5) 

b. cos (A - B ) 


3 5 

y dan tan B = jj . Hitunglah: 


2. Tentukan nilai dari: 

a. cos 123° cos 57° - sin 123° sin 57° 

b. cos 100° sin 10° - sin 100° cos 10° 

tan42° - tan 12° 

1 +tan42° tan 12° 



Hitunglah nilai dari: 

a. 2 sin 52^-° cos 7 -j 

b. 2 cos 52^-° sin 7-j 


o 


o 


4. Nyatakan dalam bentuk paling sederhana. 

a. sin 75° + sin 15° 

b. cos 100° + cos 20° 

c. cos 35° - cos 25° 
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Buktikan: 


a. 


sin A-smB 
sin A + smB 


tan ^(A -B) 
tan l(v4 + 2?) 


sin 3^4 + sin ^4 ^ , 

b. - = tan 2^4 

cos 3^4 + cos A 

6 . S ederhanakanlah: 


sin 80° + sin 40 


o 


a. 


cos 80° + cos 40 


o 


b. 


cos 25° + cosl15° 


c. 


cosl 15 -cos25 

sin^ - sin 25 
cos 2 A + cos 2 B 


o 


7. Jika cos 2^4 = 0,75, dengan 0° <A < 90°, hitunglah: 

a. cos A 

b. sin A 

8 . Hitunglah nilai tan 75° + tan 15° . 

9. Diketahui A, 5, C adalah sudut-sudut dalam sebuah segitiga. Jika A - B = 30° dan 

C = -g-, hitunglah nilai dari cos A sin B. 

8 


10. Jika cos 2A = jq , dengan A sudut lancip, berapakah tan A? 
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Lingkaran 


Persamaan Lingkaran IZI 
Persamaan Garis Singgung Lingkaran IZI 


Lihatlah benda-benda di sekitarmu. Dapatkah kamu menemukan benda-benda 
berbentuk lingkaran? Temyata banyak sekali benda-benda berbentuk lingkaran, seperti 
roda kendaraan, CD, arloji, dan sebagainya. 

Dalam bab ini kamu akan mempelajari lingkaran yang terkait dengan persamaan 
lingkaran dan garis singgungnya. Dengan mempelajarinya, kamu akan dapat 
menyusun persamaan lingkaran yang memenuhi syarat tertentu serta menentukan 
persamaan garis singgung pada lingkaran dengan berbagai situasi. 














Peta 

Konsep 




Kata Kunci 



• pusat lingkaran 

• diskriminan 

• posisi titilc 

• posisi garis 

• garis lcutub 

• gradien 


sejajar 
tegalc lurus 
persamaan lingkaran 


























Persamaan Lingkaran 


1. Pengertian Lingkaran 

Lingkaran adalah tempat kedudukan atau 
himpunan titik-titik yang berjarak sama terhadap suatu 
titik yang tertentu. Titilc tertentu tersebut dinamakan 
pusat lingkaran dan jarak yang tetap tersebut dinamakan 
jari-jari lingkaran. 

Dari gambar di samping, titik <9 adalah pusat 
lingkaran. Titik A, B, C, D terletakpada lingkaran, malca 
OA = OB = OC = OD adalah jari-jari lingkaran = r. 



2. Persamaan Lingkaran Berpusat di 0(0, 0) dan ( a, b ) 

a. Persamaan Lingkaran dengan Pusat di 0(0, 0) 

Jilca titik A(x a , y A ) terletak pada lingkaran yang berpusat di <9, malca berlaku 
OA = jari-jari lingkaran. Dengan menggunakan rumus jarak titik <9(0, 0) Ice titik 
A(x A , y A ) diperoleh: 

OA = r = yj(x A - 0) 2 + (y A - 0) 2 

r 2 = (x A - 0) 2 + (y A - 0) 2 
r 2 = x 2 + y 2 

Jadi persamaan lingkaran dengan pusat <9(0, 0) 
dan berjari-jari r adalah: 

x 2 + / = r 2 

Untulc lebih memahami tentang cara menentulcan 
persamaan lingkaran berpusat di <9(0,0), pelajarilah 
contoh soal berilcut. 

Contoh soal 

Tentulcan persamaan lingkaran jilca diketahui: 

1. pusatnya <9(0, 0) dan berjari-jari 12; 

2. pusatnya <9(0, 0) dan melalui (7, -24). 

Penyelesaian 

1. Lingkaran yang berpusat di <9(0, 0) dan r = 12, malca persamaannya: 

x 2 + / = r 2 
<^> x 2 + y 2 = 12 2 
<^> x 2 + y 2 = 144 

Jadi, persamaan lingkaran dengan pusat di <9(0, 0) dan r = 12 adalah 
x 2 + y 2 = 144. 
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2. Lingkaran yang berpusat di 0(0, 0) dan melalui (7, -24). 


Malca jari-jari r ^x 2 + y 2 s ]7 2 +(-24) 2 V49 + 576 = V625 25 

Jadi, persamaan lingkaran dengan pusat di 0(0, 0) dan melalui (7, -24) adalah 
x 2 + y 2 = 625. 


b. Persamaan Lingkaran Berpusat di TitikA(a, b) 



Jilca titilc X(a, b) adalah pusat lingkaran dan titilc 
5(x, y) terletak pada lingkaran, malca jari-jari 
lingkaran r sama dengan jaralc dari A Ice B. 

r = jaralc A Ice B 

r 2 = (AB) 2 

= ( x b - x a ) 2 + (y B ~ yy 
= (x - a) 2 + (y - b ) 2 

Jadi persamaan lingkaran yang berpusat di (a, b ) 
dan berjari-jari r adalah: 

(x - a) 2 + (y - b) 2 - r 2 


Untulc memahami tentang persamaan lingkaran berpusat di titilc A {a, b ), perhatilcan 
contoh soal berilcut. 


Contoh soal 


Tentulcan persamaan lingkaran jilca dilcetahui: 

1. pusatnya (-2, 3) dan berjari-jari 5; 

2. pusatnya (5, 2) dan melalui (-4, 1); 

3. pusatnya (4, 5) dan menyinggung sumbu X. 

Penyelesaian 

1. Pusat (-2, 3), r = 5 

Persamaan lingkaran: (x - (—2)) 2 + (y - 3) 2 = 5 2 

(x + 2) 2 + (y - 3) 2 = 25 
x 2 + 4x + 4 + y 2 - 6y + 9 =25 
x 2 + y 2 + 4x - 6y + 13 =25 
x 2 + y 2 + 4x - 6y - 12 = 0 


2. Pusat (5, 2) dan melalui (-4, 1) 
r = V(5-(-4)) 2 +(2-l) 2 

= V(5 + 4) 2 + (2 -1) 2 

= ^9 2 +l 2 =V81 + 1 =V82 


IngatU 

Jaralc antara titilc X(x p y 2 ) dan 
5(x 2 , y 2 ) adalah: 

AB= 7(Xi-x 2 ) 2 +(>'i-J2) 2 
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Persamaan lingkaran: (x - 5) 2 + (y - l) 2 = (^/g2 ) 2 

x 2 - 10x + 25 + y 2 -4y + 4 = 82 
x 2 +y 2 -10x-4y+ 29 = 82 
x 2 + y 2 - lOx - 4y - 53 =0 

3. Pusat (4, 5) dan menyinggung sumbu X —» jari-jari lingkaran = 5 

Persamaan lingkaran: (x - 4) 2 + (y - 5) 2 = 5 2 
x 2 - 8x + 16+/- lOy+ 25 = 25 
x 2 + y 2 - 8x - lOy + 41 - 25 
x 2 + y 2 ~ 8x - lOy + 16 = 0 


3. Menentukan Pusat dan Jari-Jari Lingkaran yang Persamaannya 
Diketahui 

Berdasarkan persamaan lingkaran dengan pusat (a, b ) dan berjari-jari r adalah: 

(x - a) 2 + (y - b ) 2 = r 2 
x 2 - lax + a 2 + y 2 - 2by + b 2 = r 2 
x 2 + y 2 — lax - Iby + a 2 + b 2 = r 2 
x 2 + y 2 — lax - Iby + a 2 + b 2 - r 2 = 0 

Jika -la = 1A , -lb = IB dan a 2 + b 2 -r 2 = C, maka diperoleh bentuk umum persamaan 
lingkaran: 

x 2 +y 2 + 2Xx + 25y + C = 0, di mana pusatnya (-A, -B ) dan jari- 
jari lingkaran (r) = yja 2 +b 2 -C 2 atau r = yjA 2 + B 2 -C 


Untuk lebih memahaminya, pelajarilah contoh soal berikut ini. 

Contoh soal 

1. Tentukan koordinat pusat dan panj ang j ari-j ari lingkaran apabila diketahui persamaan 
lingkaran sebagai berikut. 

a. x 2 + y 2 - lx - 6y - 15 = 0 

b. 2x 2 + ly 2 - 4x + 3y = 0 

c. 3x 2 + 3y 2 + 30x + 72 = 0 

Penyelesaian 

a. x 2 + y 2 - lx - 6y - 15 = 0 
x 2 + y 2 + lAx + IBy + C = 0 

Maka diperoleh: 

1A = -1 IB = -6 C = -15 

A = - 1 B = - 3 
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r 


= Ja 2 +b 2 -c 

= a /(-1) 2 +(-3) 2 -(-15) 

= Vl + 9 + 15 = V25 =5 
Jadi, pusat lingkaran (1, 3) dan jari-jari lingkaran = 5. 

b. 2x 2 + 2y 2 - 4x + 3y = 0 

x 2 + y 2 -2x + 1 y v = 0 
^.2 _(_ j; 2 + 2^4x + 2By + C = 0 

Malca diperoleh: 

2^4 =-2 25 = 1 i c=0 

^=-1 5 = | 


r = V^ 2 +5 2 -c 



3 5 

Jadi, pusat lingkaran (1, —j) dan jari-jari lingkaran = -j. 

c. 3x 2 + 3/+ 30x + 72 = 0 
x 2 +y 2 + lOx + 24 = 0 
x 2 + _y 2 + 2^4x + 2 By + C = 0 

Maka diperoleh: 

2^4 = 10 2B =0 C =24 

A = 5 £ =0 

r = ^ U 2 +B 2 -C 
= V5 2 + 0 2 - 24 

= V25-24 =Vl = 1 

Jadi, pusat lingkaran (-5, 0) dan jari-jari lingkaran = 1. 

2. Tentukan persamaan lingkaran ^ang melalui titilc (3, -1), (5,3), dan (6,2) kemudian 
tentukan pula pusat dan jari-jari lingkaran. 
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Penyelesaian 

Persamaan lingkaran adalah x 2 + y 2 + ax + by + c = 0 

Melalui (3,-1) malca: 

x 2 + y 2 + ax + by + c =0 
3 2 + (-1) 2 + a -3 + b - (-1) + c = 0 
9+1+3 a-b + c =0 
3a - Z? + c + 10 =0 .(1) 


Melalui (5, 3), malca: 

x 2 + y 2 + ax + by + c =0 
5 2 + 3 2 + a- 5 + Z?-3 + c =0 
25 + 9 + 5 a + 3 b + c — 0 
5a + 36 + c + 34 = 0 

Melalui (6,2) malca: 

x 2 + jy 2 + ax + by + c =0 
6 2 + 2 2 + 6a + 2b + c = 0 
36 + 4 + 6a + 2 b + c — 0 
6a + 2 b + c + 40 — 0 




Dari persamaan (1) dan (2): 

3 a — b + c + 10 = 0 
5 a + 3 b + c + 34 — 0 
-2a - 4ft + 0 - 24 = 0 
a + 2b +12 — 0 


Dari persamaan (2) dan (3): 

5a + 3b + c + 34 = 0 
6 a + 2 b + c + 40 = 0 _ 
-a + b - 6 = 0 

(4) a-b + 6 = 0 .... 


Dari persamaan (4) dan (5): 
a + 2 b +12 = 0 
a 6 + 6 = 0 _ 

3b + 6 =0 
b =-2 


b =-2 disubstitusilcan Ice persamaan (5): 
a 6 + 6 = 0 
a + 2 + 6 = 0 
a + 8 = 0 
a = -8 


a = -8, b = -2 disubstitusilcan Ice persamaan (1): 

3a — Z? + c + 10 =0 
3(—8) - (-2) + c + 10 = 0 
—24 + 2 + C+10 = 0 

c = 12 


( 5 ) 
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Jadi persamaan lingkaran adalah: 

x 2 + y 2 + ax + by + c = 0 
x 2 + y 2 -8x -2y + 12 - 0 

Malca diperoleh: 

2A =-8 25=-2 C= 12 

A =- 4 B = -1 

r = 

= V(-4) 2 + (-l ) 2 -12 
= V16 + 1-12 =V5 

Jadi, pusat (-A, - B ) = (4, 1) dan jari-jari r= yj 5 . 


Tugas Kelompok 



Buatlah kelasmu menjadi kelompok-kelompok kemudian kerjakan soal berikut. 

1. Jika persamaan lingkaran x 2 + y 2 + 2^4x + 2 By + C = 0, apa yang lcarni ketahui 
jika^ 2 + 5 2 -C=0? 

2. Apakah sebuah titik juga merupakan lingkaran? 

Cocokkan dengan kelompok lain, adakan tanya jawab materi yang sedang 
diberikan. 


^ Latihan 4.1 

Kerjakan soal-soal dibawah ini dengan benar. 

1. Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat di 0(0 , 0) dan melalui titik: 

a. (-3,4) c. (5, -2) 

b. (-7,-24) d. (8,6) 

2. Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat di 0(0, 0) dan diketahui: 

a. berjari-jari 5 c. menyinggung garis x = 3 

b. berjari-jari 7 d. menyinggung garis y = -4 

3. Tentukan persamaan lingkaran berikut yang diketahui hal-hal berikut. 

a. Berpusat di (1, 2) dan berj ari-j ari 5. 

b. Berpusat di (-3, 4) dan berjari-jari 7. 

c. Berpusat di (5, -2) dan berjari-jari ^ 3 . 

d. Berpusat di (-4, -5) dan berjari-jari . 
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4. Tentukan persamaan lingkaran dengan pusat dan melalui salah satu titilc yang 
diketahui hal-hal berikut. 

a. Pusat (3, 4) dan melalui titik (5, 5). 

b. Pusat (-2, 3) dan melalui titik (-3, 4). 

c. Pusat (4, -6) dan melalui titik (1,-2). 

d. Pusat (-5, -6) dan melalui titik (-3, 1). 

5. Tentukan pusat dan jari-jari lingkaran dari persamaan lingkaran berikut. 

a. x 2 + y 2 — 4x - 6y - 12 = 0 

b. x 2 + y 2 - 2x - 6y - 15 = 0 

c. x 2 + y 2 - 4x + 8y - 29 = 0 

d. 2x 2 + 2y 2 - 4x + \6y + 2 = 0 

6. Tentukan persamaan lingkaran yang melalui titik-titik berikut dan tentukan pula 
pusat dan j ari-j ari lingkarannya. 

a. (-2, 0), (6, 0), dan (5, 7) c. (2, 1), (1, 2), dan (1, 0) 

b. (5, 5), (2, 6), dan (7, 1) d. (5, 1), (4, 6), dan (2,-2) 


4. Kedudukan Titik dan Garis terhadap Lingkaran 

a. Posisi Titik P(x lf y ± ) terhadap Lingkaran x 2 + y 2 = r 2 

1) Titik P(x v y ) terletak di dalam lingkaran, jika berlaku x 2 +y2< r 2' 

2) Titik P(x v y { ) terletak pada lingkaran, jika berlaku x 1 2 +y 1 2 = r 2 . 

3) Titik P(x v y ) terletak di luar lingkaran, jika berlaku x 2 +y2>^. 

Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut. 

Contoh soal 

Tentukan posisi titik-titik berikut terhadap lingkaran x 2 +y 2 = 25 

1. A( 3,1) 

2. B(- 3, 4) 

3. C( 5, -6) 

Penyelesaian 

1. A( 3,1) x 2 + y 2 = 3 2 +l 2 = 9+ l 

= 10 <25 

Jadi A(3, 1) terletak di dalam lingkaran x 2 +y 2 = 25. 

2. B(- 3, 4) ^ x 2 + y 2 = (-3) 2 + 4 2 = 9 + 16 

= 25 = 25 

Jadi B(-3, 4) terletak pada lingkaran x 2 +y 2 = 25. 
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3. C( 5,-6) => x 2 +y 2 = 5 2 + (- 6) 2 = 25 + 36 

= 61 >25 

Jadi C( 5, -6) terletak di luar lingkaran x 2 +y 2 = 25. 


b. Posisi Titik P(x lf y t ) terhadap Lingkaran (x - a) 2 + (y - b) 2 = r 2 

a. Titik P{x v y^) terletak di dalam lingkaran, jika berlaku (x t - a) 2 + (y - b) 2 < r 2 . 

b. Titik P(x v y { ) terletak pada lingkaran, jika berlaku (x — a) 2 + O', - b) 2 = r 2 . 

c. Titik 5(x , y) terletak di luar lingkaran, jika berlaku (x { - a) 2 + (y - b ) 2 > r 2 . 

Coba perhatikan contoh soal berikut ini. 

Contoh soal 

Tentukan posisi titik-titik berikut terhadap lingkaran x 2 + y 2 - 6 x + 8y = 0 
1. A( 0,0) 2 . 5(2,1) 3. C(3, - 2 ) 

Penyelesaian 

1 . A(0 ,0) ^ x 2 + y 2 - 6x+ = 0 2 + 0 2 - 6.0 + 8 • 0 

= 0 + 0 + 0 + 0 = 0 

Jadi titik A( 0,0) terletak pada lingkaran x 2 + y 2 - 6x + 8y = 0 

2. 5(2,1) => x 2 + y 2 - 6x + 8y = 2 2 + l 2 - 6 • 2 + 8 • 1 

= 4+1-12 + 8 = 1>0 

Jadi 5(2, 1) terletak di luar lingkaran x 2 + y 2 - 6x + 8y = 0 

3. C(3, - 2 ) => x 2 +/ - 6 x + 87 = 3 2 + (- 2) 2 -6-3 + 8 (- 2 ) 

= 9 + 4-18-16 = -21 <0 
Jadi C(3, -2) terletak di dalam lingkaran x 2 + y 2 - 6 x + 8y = 0 


c. Posisi Garis y = mx + n terhadap Suatu Lingkaran 

Jika persamaan garis y = mx + n disubstitusikan ke persamaan lingkaran x 2 +y 2 + 
2^4x + 2 By + C = 0 diperoleh persamaan: 

x 2 + (mx + n) 2 +2 Ax + 25 (mx + ^ 7 ) + C =0 

x 2 + m 2 x 2 + 2mftx + n 2 +2^4x + 2 Bmx + 2 Bn + C = 0 

(1 + m 2 )x 2 + (2mft + 2^4 + 2 5m)x + (n 2 + 2 Bn + C) = 0 

D = (2m77 + 2A + 25m) 2 -4(1+ m 2 ) (t/ 2 + 2 Bn + Q = 0 


IngatU 

Jika persamaan kuadrat ax 2 + 6 x + c = 0, 

D - diskriminan = b 2 - 4ac 

Jaralc pusat lingkaran P(x , 3 ;) ke garis ax + by + c 




0 adalah k 


ax x +by x +c 

\la 2 +b 2 


j 
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Maka ada tiga kemungkinan posisi garis terhadap suatu lingkaran yaitu: 

1) Jika D < 0, maka persamaan garis y - mx + n terletak di luar lingkaran 
x 2 + y 2 + 2 Ax + 2 By + C = 0, dan tidak memotong lingkaran atau jaralc pusat 
lingkaran ke garis lebih dari jari-jari lingkaran ( k>r ). 

2) Jika D = 0, maka persamaan garis y = mx + n terletak pada lingkaran 
x 2 + y 2 + 2Ax + 2 By + C = 0 dan memotong lingkaran di satu titik atau jaralc 
pusat lingkaran ke garis sama dengan jari-jari lingkaran (k = r ). 

3) Jika D > 0, maka persamaan garis garis y - mx + n terletak di dalam lingkaran 
x 2 + y 2 + 2 Ax + 2 By + C = 0, dan memotong lingkaran di dua titik atau jaralc 
pusat lingkaran ke garis lebih lcecil dari jari-jari lingkaran (k< r). 

Perhatikan gambar berikut. 





Untulc lebih memahami tentang posisi garis y = mx + n terhadap suatu lingkaran, 
pelajarilah contoh soal berikut. 

Contoh soal 

Tentulcan posisi titik^4(6, -8) terhadap lingkaran: 

1. x 2 + y 2 = 100 

2. x 2 + y 2 - 6x + 8y + 25 = 0 

3. (jc — l) 2 + (y + 2) 2 = 64 

Penyelesaian 

1. A( 6, -8) disubstitusilcan ke persamaan lingkaran x 2 + y 2 = 100 diperoleh 
6 2 + (—8) 2 = 36 + 64 = 100 

Jadi A( 6, -8) terletak pada lingkaran x 2 + y 2 = 100. 

2. A( 6, -8) disubstitusilcan ke persamaan lingkaran x 2 + y 2 - 6x + &y + 25 = 0 
diperoleh 6 2 + (-8) 2 -6-6 + 8 (-8) + 25 = 36 + 64 - 36 - 64 + 25 

= 25 > 0 

Jadi A( 6, -8) terletak di luar lingkaran x 2 + y 2 - 6x + 8y + 25 = 0. 

3. A( 6, -8) disubstitusilcan ke persamaan lingkaran (x - l) 2 + (y + 2) 2 = 64 

diperoleh (6 - l) 2 + (-8 + 2) 2 = 5 2 + (-6) 2 = 25 + 36 

= 61 <64 

Jadi A( 6, -8) terletak di dalam lingkaran (x - l) 2 + (y + 2) 2 = 64. 
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Pelajarilah pula contoh soal berikut ini. 

Contoh soal 

1. Tentukan posisi garis x -y+ 1 = 0 terhadap lingkaran x 2 +y 2 = 25. Jilca berpotongan, 
tentukan titilc potongnya. 

Penyelesaian 

x y +1=0 => y = x+ 1 .(1) 

x 2 + y 2 = 25 .(2) 


Dari persamaan (1) disubtitusikan ke persamaan (2): 


x 2 + y 2 = 25 
x 2 + (x + l) 2 = 25 
x 2 + x 2 + 2x + 1 — 25 
x 2 + x 2 + 2x + 1 — 25 — 0 
2x 2 + 2x - 24 = 0 
x 2 + x - 12 = 0 


D = b 2 - 4ac 
= l 2 — 4 -1 (-12) 
= 1+48 
= 49 >0 


Ternyata D > 0, sehingga garis x-y+\ memotong lingkaran x 2 + y 2 = 25 di dua 
titilc yang berbeda. Titik-titik potongnya adalah: 

x 2 + x - 12 =0 
(x + 4) (x - 3) =0 
x + 4 =0 atau x - 3 =0 

x = -4 atau x =3 


Untukx = -4 disubtitusikan ke persamaan: 
y = x + 1 =-4+1 

= -3 => (-4,-3) 

Untukx = 3 disubtitusikan ke persamaan: 

y = x + 1 =3 + 1 

= 4 => (3,4) 

Jadi, titik potongnya adalah (-4, -3) dan (3, 4). 


2. Tentukan posisi garis 2x - y + 1 = 0 terhadap lingkaran x 2 + y 2 - 4x - 2y + 2 = 0. 

Penyelesaian 

2x-y+l=0 => y = 2x + 1 .(1) 

x 2 + y 2 _ 4x _ 2y + 2 = 0.(2) 

Dari persamaan (1) disubstitusikan ke persamaan (2): 

x 2 + y 2 — 4x - 2y + 2 =0 
x 2 + (2x +1) 2 - 4x - 2 (2x + 1) + 2 = 0 

x 2 + 4x 2 + 4x+ l-4x-4x-2 + 2 = 0 

5x 2 - 4x + 1 =0 
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L_ 


D = b 2 — 4 ac 

= (- 4)2 _4. 5.1 

= 16-20 

= -4 < 0 

Temyata D < 0, dengan demikian garis 2 x - y + 1 tidak memotong lingkaran 

x 2 + y 1 - 4x - 2y + 2 = 0. 

f Latilan 4.2 

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar. 

1. Diketahui persamaan lingkaran x 2 +y 2 =p 2 . Tentukan batas-batas nilai p supaja 

a. Titilc A(-9, 5) terletak di luar lingkaran 

b. Titilc B(- 5, -5) terletak di dalam lingkaran 

c. Titilc C( 6 , 8 ) terletak pada lingkaran 

2. Tentukan posisi titik-titik berilcut terhadap lingkaran x 2 + y 2 + 2x - 4y - 60 = 0 

a. (5,3) b. (7, 1) c. (10,0) 

3. Tentukan nilai a jika titik-titik berilcut terletak pada lingkaran x 2 + y 2 + \ 3x + 5y 
+ 6 = 0 

a. A(p, 3) b. B(-4,p) c. C(p,-6) 

4. Tentukan posisi garis-garis berilcut terhadap lingkaran x 2 +/ = 9. 

a. y = 3 

b. 3x + v -3 = 0 

c. 5x + ly = 35 

5. Tentukan posisi garis-garis berilcut terhadap lingkaran x 2 + y 2 - 2x - 2y - 14 = 0 

a. 5x + 4 y + 20 = 0 

b. 2 x + 3 y = 6 

c. x + y = 1 



Persamaan Garis Singgung Lingkaran 


1. Persamaan Garis Singgung yang Melalui Suatu Titik pada 
Lingkaran 

Telah kamu pelajari bahwa posisi garis terhadap lingkaran ada tiga kemungkinan, 
yaitu garis yang memotong lingkaran di dua titik yang berbeda, garis yang tidak memotong 
lingkaran, dan garis yang memotong lingkaran di satu titik atau yang sering disebut garis 
singgung pada lingkaran. 
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a. 


Persamaan Garis Singgung di Titik P (x } , y L ) pada Lingkaran 
x 2 + y 2 = r 2 


Garis singgung /menyinggung lingkaran x 2 +y 2 = r 1 di titik P{x v y ) karena OP _L 
garis /. 


m 0 P • m, 


Zl 

x, 


. m, = 


m, = 


-1 

-1 

-1 

Zi 


x, 


x, 


m, = 


Zi 





Persamaan garis singgungnya sebagai berikut. 

Z-Zi = m i( x ~ x i) 

z-z, = ~ ( x ~ x l ) 

y 1 (y- z x ) = - *,) 

ZiZ - z , 2 = + X x 

x , x+ y,y = x , 2 + y , 2 
x ! x + y,y = r 1 


Ingot!! 

Gradien garis OP di titik 

y x 

P (x v y l ) adalah m Qp = —. 

Dua garis tegak lurus jilca 
perkalian gradiennya = -1. 


Vi 


J 


Jadi persamaan garis singgung pada lingkaran x 2 + y 2 = r 2 di (x , y ) ialah: 

x , x + ZiZ = r 2 

Agar kamu lebih memahami materi ini, pelajarilah contoh soal berikut. 

Contoh soal 

Tunjukkan bahwa titik ( 6 , - 8 ) terletak pada lingkaran x 2 + y 2 = 100, kemudian 
tentukan pula garis singgungnya. 

Penyelesaian 

Ditunjukkan bahwa titik ( 6 , - 8 ) terletak pada lingkaran x 2 +y 2 = 100, yaitu dengan 
mensubstitusikan ( 6 , - 8 ) pada lingkaran x 2 +y 2 =100 

6 2 + (- 8) 2 = 100 
36 + 64 = 100 

Terbukti bahwa titik ( 6 , - 8 ) terletak pada lingkaran x 2 +y 2 = 100 
Persamaan garis singgung di titik ( 6 , - 8 ) pada lingkaran x 2 +y 2 = 100 adalah: 

X 1 X + Z]Z = r 2 
6 x 8 y = 100 

3x - 4 y = 50 
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b. Persamaan Garis Singgung Melalui Titik (x., y ) pada Lingkaran 
(x-a) 2 + ( y-b ) 2 = r 2 

Perhatikan gambar berikut. 



Gradien garis PQ adalah: 


QR yi~b 

/77 = - = - 

p Q PR x x - a 


Gradien garis singgung / yang tegak lurus garis PQ adalah: 

m i • m PQ - ~ l 


yi~ b , 
m, •- = -1 


x - a 


1 


- a) 


m ‘ hzl (Ji - b) 

x x —a 


(Xj - a) 

Jadi persamaan garis / dengan gradien m x = - ^ ^ dan melalui titik Q(x v y x ) 

adalah: 

y-y, = mfa-x) 


(x x - a ) 

y-y, = -jyzb)(x-x x ) 

(y -yjty, -b) = -(x, - a)(x - x t ) 
yy, - by - y 2 + by x = -(x,x - x 2 - ax + ax { ) 
yy x - by - y 2 + by t = -xy + x 2 + ax - ax x 
yy 1 - by + fry, + XjX - ax + ax x = x 2 + y 2 . ( 1 ) 


Untuk Q{x v y x ) terletak pada lingkaran (x - a) 2 + (y - b) 2 = r 2 , malca: 

(x - a) 2 + (y - ft ) 2 - r 2 
(Xj - a) 2 + (y 1 - Z ?) 2 - r 2 
x 2 - 2ax { + a 2 + 2 - 2 Z?y + b 2 = r 2 

x 2 + y 2 = r 2 + 2 ax 1 + 2 Z?y 1 - a 2 - b 2 . ( 2 ) 
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Dari persamaan (1) dan (2) diperoleh: 

yy - by + by + XjX - ax + ax { 
yy l - by + by x + XjX - ax + ax { 
yy i - by + by x + XjX - ax + ax { - 2ax { - 2by x + a 2 + b 2 

yy 1 - by - by x + x^ - ax - ax { + a 2 + b 2 
yy x - by - by x + b 2 + xx 1 - ax - ax x + a 2 
(y ~ b)(y x - b) + (x - a)(x 1 - a) 
(x - flXXj - a) + (y- b)(y x - b) 
(x 1 - a)(x - a) + (y x - b)(y - b) 


x 2 + y 2 

r 2 + 2 ax 1 + 2by x - a 2 - b 2 


Sehingga persamaan garis singgung lingkarannya adalah: 


(x 1 - a) (x - a) + (y x - b) (y - b) = r 2 


Untulc lebih memahami materi ini, perhatikan contoh soal berikut. 

Contoh soal 

Tentukan persamaan garis singgung lingkaran (x + 3 ) 2 + (y - 5 ) 2 = 36 pada titilc 
A(2, 3). 

Penyelesaian 

(x + 3 ) 2 + (y - 5 ) 2 = 36 
(x, + 3)(x + 3) + (y x - 5)0 - 5) =36 
Pada titik^4(2, 3): 

(2 + 3)(x + 3) + (3 - 5)0 - 5) =36 
5(x + 3) + (-2)0 - 5) =36 
5x + 15 — 2 y +10 = 36 
5x - 2y + 25 = 0 

Jadi, persamaan garis singgung: 5x - 2y + 25 = 0. 

c. Persamaan Garis Singgung Melalui Titik Q(x , y ) pada Lingkaran 
x 2 + y 2 + 2 Ax + 2 By + C = 0 

Dari persamaan garis singgung melalui titik Q(x x , y x ) pada lingkaran (x - a) 2 + 
(y - b) 2 = r 2 adalah: 

(x 1 - a)(x - a) + (y x - b)(y - b) = r 2 

x x x - ax x - ax + a 2 + y x y - by x - by + b 2 = r 2 

x { x - a(x x + x) + a 2 + y y - b(y x + y) + b 2 = r 2 

x i x + yy ~ a ( x i + x) - b(y x + y) + a 2 + b 2 - r 2 =0 

Misalnya A = - a , B = -b, dan C = a 2 + b 2 - r 2 , persamaannya menjadi: 
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+ y { y ~ a ( x \ + x) - b(y l + y) + a 2 + b 2 - r 2 =0 

x x x + yy + A(x x + x) + 5(y 1 + y) + C =0 

Malca persamaan garis singgung melalui Q(x v y x ) pada lingkaran x 2 + y 2 + 2Ax + 
2By + C = 0 adalah 


x x x + y x y + A(x x + x) + 5(y 1 + j;) + C = 0 


Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut ini. 

Contoh soal 

Tentukan persamaan garis singgung yang melalui titik A( 2, 1) pada lingkaran 

x 2 + y 2 - 2x + 4y - 5 = 0. 

Penyelesaian 

A( 2, 1) —> x 1 = 2 x 2 + y 2 - 2x + 4y - 5 = 0 

y x = 1 A = -1 , B = 2 dan C = -5 

Persamaan garis singgung melalui titik^4(2,1): 

xyc + y x y + Ax l + Ax + 5y 1 + + C =0 

2x + 1 .y + (—1) • 2 + (—l)x + 2-l+2-y-5 = 0 

2x J ry — 2- x + 2 J r2y — 5 =0 

x + 3y - 5 =0 

d. Persamaan Garis Singgung Kutub (Polar) 

Jilca melalui titik A(x , y ) di luar lingkaran ditarik dua buah garis singgung pada 
lingkaran dengan titik singgungnya B{x v y 2 ) dan C(x , y ), malca persamaan garis 
BC adalah x^ + y y = r 2 disebut garis kutub pada lingkaran dan titik A(x v y ) 
disebut titik kutub. 

Persamaan garis singgung lingkaran melalui titik A(x x ,y x ) di luar lingkaran dapat 
ditentukan dengan langkah-langkah: 

1) Membuat persamaan garis kutub dari 
titik A(x ,y ) terhadap lingkaran. 

2) Melalui titik potong antara garis kutub 
lingkaran. 

3) Membuat persamaan garis singgung 
melalui titik potong garis kutub dan 
lingkaran. 

Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut. 

Contoh soal 

Tentukan persamaan garis singgung melalui titik (5,1) di luar lingkaran x 2 + y 2 = 13 
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Penyelesaian 

Persamaan garis kutub di (5, 1) adalah sebagai berikut: 

5 x + y - 13 

y = 13 — 5x 
y = 13 — 5x 

Persamaan garis y= 13 - 5x disubstitusikan dengan lingkaran x 2 +y 2 = 13 diperoleh: 

x 2 + y 2 - 13 
x 2 + (13 - 5x ) 2 = 13 
x 2 + 169 - 130x + 25x 2 = 13 
26x 2 - 130x + 156 = 0 
x 2 - 5x + 6 = 0 
(x — 2) (x — 3) — 0 
x = 2 atau x = 3 

Untukx = 2, malca y 13 - 5x 

= 13-5*2 
= 13-10 = 3 

Diperoleh titilc singgung (2,3). 

Jadi, persamaan garis singgung melalui (2, 3) adalah 2x + 3y = 13. 

Untuk x = 3, malca y = 13 - 5x 

= 13-5-3 
= 13-15=-2 

Diperoleh titik singgung (3, -2). 

Jadi, persamaan garis singgung melalui (3, -2) adalah 3x - 2y = 13. 

Latih i 4.3 

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar. 

1. Tentukan persamaan garis singgung lingkaran di titik-titik berikut ini. 

a. x 2 + y 2 = 9 di titik (2, -5) c. x 2 + y 2 = 4 di titik (-4, -7) 

b. x 2 +y 2 = 16 di titik (-3, 4) d. x 2 +y 2 = 12 di titik (5, 6 ) 

2. Tentukan persamaan garis singgung lingkaran di titik-titik berikut ini. 

a. (x - 4 ) 2 + (y + 3 ) 2 = 36 di titik (-2, 1) 

b. (x + 2 ) 2 + (y - 3 ) 2 = 9 di titik (-2, 6 ) 

c. (x - l ) 2 + (y + 5 ) 2 = 7 di titik (3, -2) 

d. (x + 5 ) 2 + (y-2) 2 = 10 di titik (4, 3) 
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3. Tentukan persamaan garis singgung di titik-titik berikut ini. 

a. x 2 + y 2 + 8 x - 6y + 9 = 0 di titilc (-2, 5) 

b. x 2 + y 2 - 4x - 8 y + 17 = 0 di titik (3, 6 ) 

c. 2x 2 +y 2 + 8 x + 4y - 16 = 0 di titik (-5, -3) 

d. 3x 2 + 3y 2 - 6 x - 9y - 3 = 0 di titik (-1, 2) 

4. Tentukan/?: 

a. jika garis y =p + 6 menyinggung lingkaran x 2 + y 2 = 25 

b. jika garis y = 2x - 5 menyinggung lingkaran x 2 + y 2 =p 2 

c. j ilea lingkaran x 2 + y 2 + 2py + q = 0 mempunyai j ari-j ari 2 akan menyinggung 
garis y = x 

d. jika lingkaran x 2 + y 2 + 6 x + -p = 0 menyinggung garis 3x - 4y = 0 

5. Tentukan persamaan garis singgung melalui titik (4, 2) di luar lingkaran 

x 2 + y 2 = 10 

6 . Diketahui titik^4(1, 4) di luar lingkaran x 2 + (y - l ) 2 = 2. 

a. Tentukan persamaan garis kutub lingkaran dari titik A. 

b. Jika P dan Q titik potong garis kutub dengan lingkaran, tentukan persamaan 
garis singgung melalui titik P dan Q. 

c. Tentukan sketsa gambamya. 


2. Persamaan Garis Singgung yang Gradiennya Diketahui 


a. Persamaan Garis Singgung dengan Gradien m terhadap Lingkaran 


x z + y 2 = r 2 

Untuk persamaan garis singgung y = mx + n 

y = mx + n | =^> x 2 + {mx + n) 2 = r 2 

x 1 + y 2 = r 2 J <^> x 2 + m 2 x 2 + 2mnx + n 2 - r 2 =0 

<=> (1 + m 2 )x 2 + 2mnx + n 2 - r 2 = 0 
Syarat menyinggung adalah D = 0, sehingga 

(2 mn) 2 - 4(1 + m 2 ) ( n 2 - r 2 ) = 0 
4 m 2 n 2 - 4(n 2 + m 2 n 2 - r 2 - m 2 r 2 ) =0 
m 2 n 2 - n 2 - m 2 n 2 + r 2 + m 2 r 2 = 0 

<^> n 2 = r 2 + m 2 r 2 
<^> n 2 = r 2 (1 + m 2 ) 

<=^> n = ± r V 1 + m 2 

Jadi, persamaan garis singgung dengan gradien m pada lingkaran x 2 +y 2 = r adalah: 
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Agar lebih memahami tentang materi di atas, pelajarilah contoh soal berikut ini 
dengan baik. 

Contoh soal 

Tentukan persamaan garis singgung dengan gradien 2\[2 pada lingkaran 

x 2 + y 2 = 16. 

Penyelesaian 

Persamaan garis singgung dengan gradien 2^2 pada lingkaran x 2 + y 2 = 16 adalah: 

111 = 2 V 2 

r 2 = 16 => r= 4 

y = mx ± r \jl + m 2 
— 2 V 2 x ± 4 Vl + 4 2 
= 2 V 2 1 i 4 Vl +16 
= 2 V 2 x ± 4 Vl7 

Jadi persamaan garis singgungnya: y = 2^2 x + 4 yfvj 

y = 2 V 2 x - 4 Vl7 

b. Persamaan Garis Singgung dengan Gradien m terhadap Lingkaran 
(x- a) 2 + {y-b) 2 = r 2 

Dengan cara seperti mencari persamaan garis singgung dengan gradien m pada 
lingkaran x 2 + y 2 = r 2 adalah: 

y = mx±r Vl + m 2 

Malca persamaan garis singgung dengan gradien m terhadap lingkaran 
(x - a) 2 + (y - b) 2 = r 2 adalah: 



c. Persamaan Garis Singgung dengan Gradien m terhadap Lingkaran 
x 2 + y 2 + 2Ax + 2 By + C = 0 

Dengan cara yang sama, persamaan garis singgung gradien m terhadap lingkaran 
x 2 + y 2 + 2 Ax + 2By + C = 0 dapat ditentukan dengan cara mengubah dahulu ke 
bentulc (x - a) 2 + (y - b ) 2 = r 2 sehingga persamaan garis singgungnya sama, yaitu: 


y - b = m(x - a) ± r^jl + m 2 


Untuk lebih memahami, pelajarilah contoh soal berikut. 
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Contoh soal 

Diketahui lingkaran x 2 +y 2 + 4x - 2y + 1 = 0. Tentukan persamaan garis singgung yang 
tegalc lurus garis g: -3x + 4y - 1 = 0, terhadap lingkaran. 

Penyelesaian 

g: -3x + 4y - 1 = 0 

4 y = 3x + 1 

3 1 3 

y = 4* + 4 => m g = 4 

Syarat tegalc lurus: my m = -1 

3 ! 

my 4 =-l 

4 

m. = — 

1 3 


x 2 + y 2 + 4x — 2y + 1 = 0 

pusat (- 2 , 1 ) 

/' = ^ 2 2 +(- l ) 2 -1 


= V4 =2 

Persamaan lingkaran: (x + 2) 
Persamaan garis singgung: 


y-b 

-H 

1 

II 

y- 1 

— — y (x + 2 ) ± 

j-i 

— — y (x + 2 ) ± 

j-i 

— — y (x + 2 ) ± 

j-i 

= -f*-f ±2 

j-i 

= ~j x ~f ± 

3(y - 1) = -4a- - 8 ± 10 

3y-3 

= -4x-8± 10 

3j-3 

= -4x -8 + 10 

3j 

—4x 3“ 5 

>’ 

4,5 

3 x + 3 


+ (y-l ) 2 = 4 


Vl + m 



5 
' 3 

10 

3 


atau 

3j - 3 

= -4x-8- 10 

atau 

3y 

= -4x - 15 

atau 

y 

in 

1 

X 

■^t|m 

1 

II 
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f__^Latihan 4.4^) 


Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar. 


1. Tentukan persamaan garis singgung lingkaran 
dari: 

a. (x + 2 ) 2 + (y - 3 ) 2 = 4 yang membentuk 



sudut 45° dengan sumbu X positif 


Gradien m 
m = tan 135° 


tan (180-45)° 


2 . 


3. 


4. 


b. x 2 + y 2 + 4x - 6y + 11 = 0 yang membentuk = j 

sudut 135° dengan sumbu X positif l 

Tentukan persamaan garis singgung lingkaran dari: 

a. x 2 + y 2 = 10 dengan gradien 3 

b. (x + 2 ) 2 + (y - 5 ) 2 = 9 dengan gradien -1 

c. x 2 + y 2 - lOx + 2y + 17 = 0 dengan gradien 2 

Tentukan persamaan garis singgung lingkaran dari: 

a. x 2 + y 2 = 4 dan sejajar garis x - y + 3 = 0 

b. (x + l ) 2 + (y - 3 ) 2 = 9 dan sejajar garis 2x + y + 4 = 0 

c. x 2 + y 2 - 4x + lOy + 4 = 0 dan sejajar garis y = x + 2 

Tentukan persamaan garis singgung lingkaran dari: 

a. x 2 + y 2 = 25 dan tegak lurus dengan garis 4x - 3y + 5 = 0 

b. (x - 2 ) 2 + (y + 3 ) 2 = 16 dan tegak lurus dengan garis x - 2y + 4 = 0 

c. x 2 + y 2 - 2x + 8 y + 1 = 0 tegak lurus dengan garis 2x + 2y + 5 = 0 



Lingkaran adalah tempat kedudukan atau himpunan titik-titik yang berjarak 
sama terhadap suatu titilc yang tertentu. Titilc tertentu tersebut dinamakan pusat 
lingkaran dan jarak yang tetap tersebut dinamakan jari-jari lingkaran. 

Persamaan lingkaran 

a. Persamaan lingkaran yang berpusat di 0(0, 0) dan berjari-jari r adalah 



b. Persamaan lingkaran yang berpusat di A(a, b) dan berjari-jari r adalah 

(x - a) 2 + (y - b ) 2 = r 2 

c. Bentuk umum persamaan lingkaran x 2 + y 2 + 2 Ax + 2 By + C = 0, pusat di 


2 . 


3. 


4. 
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3. Posisi suatu titik terhadap linglcaran (x - a) 2 + (y - b ) 2 = r 2 

a. Jika P (x , y ) terletak di dalam lingkaran berlaku (x - a) 2 + (y - b ) 2 < r 2 

b. Jika P (x v y { ) terletak pada lingkaran berlaku (x { - a) 2 + (v, - b) 2 = r 2 

c. Jika P (jCp jj) terletak di luar lingkaran berlaku (x - a) 2 + (y - b) 2 > r * 1 

4. Posisi suatu garis /: y = mx + n terhadap suatu lingkaran x 2 + y 2 + 2Ax + 
2By + C = 0 

a. Jika D < 0 , maka persamaan garis / terletak di luar lingkaran 

b. Jika D = 0, maka persamaan garis / terletak pada lingkaran 

c. Jika D > 0 , maka persamaan garis / terletak di dalam lingkaran 

5. Persamaan garis singgung melalui suatu titik pada lingkaran 

a. Persamaan garis singgung yang melalui P{x v y ) pada lingkaran 

x 2 + y 2 = r 2 adalah x { x + y x y = r 2 

b. Persamaan garis singgung yang melalui P{x v y ) pada lingkaran 
(x - a) 2 + (y - b) 2 = r 2 adalah (x 1 - a)(x - a) + (y - b) (y - b) = r 2 

c. Persamaan garis singgung yang melalui P{x v y { ) pada lingkaran 
x 2 + y 2 + 2 Ax + 2 By + C adalah + y { y + Ax { + Ax + By { + By + C = 0 

6 . Persamaan garis singgung lingkaran dengan gradien tertentu 

a. Persamaan garis singgung dengan gradien m terhadap lingkaran 

x 2 + y 2 = r 2 adalah y - mx ± r y]l + m 2 

b. Persamaan garis singgung dengan gradien m terhadap lingkaran 

(x - a) 2 + (y - b) 2 - r 2 adalah y-b = m (x-a) ±r \Jl + m 2 

c. Persamaan garis singgung dengan gradien m terhadap lingkaran 

x 2 + y 2 + 2 Ax + 2 By + C = 0 adalah y - b = m(x — a) ±r Vl + m 2 


/. Pilihlah salah satu jawaban yang paling benar. 

1. Persamaan lingkaran dengan pusat (0, 0) dan jari-jari 3 adalah .... 

a. x 2 + y 2 = 2 d. x 2 + y 2 = 16 

b. x 2 + y 2 = 4 e. x 2 - y 2 = 16 

c. x 2 + y 2 = 9 

2. Persamaan lingkaran yang berpusat di (2, -3) dengan jari-jari 7 adalah 

a. x 2 + y 2 - 4x + 6 y - 49 = 0 d. x 2 + y 2 + 4x - 6 y - 36 = 0 

b. x 2 + y 2 + 4x - 6 y - 49 = 0 e. x 2 + y 2 - 2x + 3y - 49 = 0 

c. x 2 + y 2 - 4x + 6 y - 36 = 0 


Lingkaran 


137 









• • • • 


3. Jilca lingkaran x 2 + y 2 - 4x - lOy = 0 mempunyai pusat (2, a), malca nilai a adalah 

a. -3 d. 5 

b. -5 e. 10 

c. 2 


4. Pusat dan jari-jari lingkaran dengan persamaan 9x 2 +9 y 2 - 6x + 12y - 4 = 0 berturut- 
turut adalah .... 


a. (1,2) dan 3 

b. (1,3) dan 2 


c. (-j, -j) dan 3 


d. (-j , 1) dan 5 

1 2 

e. (~o~, o ) dan 1 


5. Persamaan lingkaran luar segitiga OAB dengan 0(0, 0), B(- 2, 4), dan C(-l, 7) 
adalah .... 

a. x 2 + y 2 + 6 x + 8 y = 0 d. x 2 + y 2 - 6 x - 8 y = 0 

b. x 2 + y 2 + 6 x - 8 y = 0 e. x 2 + y 2 - 3x - 4y = 0 

c. x 2 + y 2 - 6x + 8 y = 0 

6 . Jilca titik P(p , 3) terletak pada lingkaran L\ x 2 + y 2 - 13x + 5y + 6 = 0, malca nilai p 
adalah .... 

a. 3 d. -3 atau 10 

b. -1 e. -3 atau-10 

c. 3 atau 10 

7. Titik berilcut yang terletak di luar lingkaran L\ x 2 + y 2 + 4x - 8 y - 5 = 0 adalah .... 

a. (3,0) d. (1,1) 

b. (0,7) e. (4,3) 

c. (2,1) 

8 . Kedudulcan garis x + 3y - 5 = 0 terhadap lingkaran L\ x 2 + y 2 - 2x + 4y - 5 = 0 
adalah .... 

a. memotong lingkaran di dua titik 

b. memotong lingkaran di satu titik 

c. tidak memotong lingkaran 

d. memotong lingkaran di tiga titik 

e. tidak menyinggung lingkaran 

9. Dilcetahui persamaan lingkaran x 2 + y 2 = 36. Jilca garis kutub titik P terhadap lingkaran 
ini mempunyai persamaan 2x - y - 9 = 0 maka lcoordinat titik P adalah .... 

a. (2, 1) d. ( 8 , -4) 

b. ( 8 , 4) e. (- 8 , 2) 

c. (2,-1) 
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10. Persamaan garis singgung berabsis 4 pada lingkaran x 2 + y 2 = 25 adalah .... 

a. 4x + 3y = 9 d. 4x - 3y = 25 

b. 4x + 3y=16 e. 3x-4y = 25 

c. 4x + 3y = 25 

11. Jilca titik^4(-2, -1) di dalam lingkaran (x + 4 ) 2 + (y -p) 2 =13 malca nilai p adalah .... 

a. p > -4 d. -2 <p < 4 

b. p <- 2 atau p > 4 e. -4 <p <2 

c. p <— 4 atau p > 2 

12. Persamaan garis singgung dengan gradien -3 pada lingkaran x 2 + y 2 = 18 adalah .... 

a. y=-3x ± 6^/5 d. y = -3x±2^2 

b. y = —3x ± 6 ^[2 e. y = —3x ± 2 

c. y = 3x ± 6^/5 

13. Persamaan garis singgung pada lingkaran L : x 2 + y 2 + 6 x - 2y = 0 yang sejajar dengan 
garis 4x - 3y + 7 = 0 adalah .... 

a. 4x — 3y+15±10 = 0 d. 3x — 4 y + 15 ± 10 = 0 

b. 4x + 3 y + 15 ± 10 = 0 e. 3x + 4y — 15=1= 10 = 0 

c. 3x + 4 y + 15 ± 10 = 0 

14. Persamaan lingkaran yang berpusat di (1, 4) dan menyinggung garis 3x - 4y - 2 = 0 
adalah .... 

a. x 2 + y 2 + 4x - 3y - 47 = 0 d. x 2 + y 2 - 2x - 8 y = 0 

b. x 2 + y 2 - 2 x - 8 y + 8 = 0 e. x 2 + y 2 + 2 x + 8 y + 8 = 0 

c. x 2 + y 2 + 3x - 8 y + 2 = 0 

15. Persamaan garis singgung lingkaranZ: x 2 - 6 x +y 2 + 8 y = 0 yang tegak lurus pada garis 

x + y = 1 adalah. 

a. y = x- 1 ± 5^/2 d. y = x + l ±5^2 

b. y = x + l± 5^/2 e. y = x-l ±5^2. 

c. y = -x+ 1 ±5^/2 

II. Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar. 

1. Tentukan pusat dan j ari-j ari lingkaran dari: 

a. x 2 + y 2 - 4x + 2y + 1 = 0 

b. x 2 + y 2 + 2x - 4y - 4 = 0 
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2. Tentukan persamaan lingkaran yang melalui: 

a. (3, 4), (-1, -4), dan (5, -2) 

b. (5, 0), (0, 5), dan (-1, 0) 

3. Tentukan persamaan lingkaran dengan j ari-j ari 6 dan pusat di titilc berikut. 

a. 0(0,0) 

b. A(- 2,5) 

c. 5(3, -4) 

4. Diketahui persamaan lingkaran x 2 + y 2 = a 2 . Tentukan batas-batas nilai a supaya: 

a. titik (5,3) pada lingkaran, 

b. titik (2,4) di luar lingkaran, 

c. titik (2, 5) di dalam lingkaran. 

5. Sisi suatu persegi mempunyai persamaan x = 5,x = -5,y = 5, dan y = - 5. Tentukan 
persamaan lingkaran jika: 

a. menyinggung semua sisi persegi, 

b. melalui semua titik persegi. 

6 . Tentukan persamaan garis singgung pada lingkaran: 

a. (x - 3) 2 + (y + l) 2 = 25 di titik (7, 2), 

b. x 2 + y 2 - 4x - 6y - 27 = 0 di titik (4, 1). 

7. Tentukan persamaan garis singgung lingkaran x 2 + y 2 = 41 yang: 

a. melalui titik berabsis 5 pada lingkaran, 

b. sejajar garis L\ 3x + 3y = 10, 

c. tegak lurus garis L\ 3x - 6y = 8. 

8 . Jika garis y = -3x + n menyinggung lingkaran x 2 + y 2 - 2x - 19 = 0, tentukan nilai n dan 
titik singgungnya. 

9. Tentukan persamaan garis singgung yang tegak lurus garis 3x +y + 3 = 0 pada lingkaran 

x 2 + y 2 - 8x - 4y - 20 = 0. 

10. Jika garis g adalah garis singgung melalui titik (3,4) pada lingkaranx 2 +y 2 = 25, tentukan 
persamaan garis singgung lingkaran x 2 + y 2 - 2x + 4y + 4 = 0 yang sejajar garis g. 
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Suku Banyak 


Algoritma Pembagian Suku Banyak IZI 
Penggunaan Teorema Sisa dan Teorema Faktor IZI 
Akar-Akar Rasional dari Persamaan Suku Banyak IZI 


Masihkah kamu ingat peristiwa kecelakaan pesawat yang saat ini sering terjadi 
di Indonesia? Temyata kecelakaan pesawat itu disebabkan oleh banyak sekali faktor. 
Beberapa di antaranya yaitu kesalahan manusia, masalah navigasi, cuaca, kerasakan 
mesin, body pesawat yang sudah tidak memenuhi syarat, dan lain-lain. Jika faktor- 
falctor tersebut diberi nama sukux 1? x 2 ,x v ...., x n maka terdapat banyak suku dalam 
satu kesatuan. Dalam ilmu Matematika, hal demikian dinamakan suku banyak. 

Pada bab ini, kamu akan belajar lebih lanjut mengenai aturan suku banyak dalam 
penyelesaian masalah. Dengan mempelajarinya, kamu akan dapat menggunakan 
algoritma pembagian suku banyak untulc mencari hasil bagi dan sisa, serta 
menggunakan teorema sisa dan teorema faktor dalam pemecahan masalah. 







Peta 

Konsep 



> 

f 

\ 

f 

Menentukan 
akar rasional 


Sifat-sifat akar 
persamaan suku banyak 


Kata Kunci 


• algoritma pembagian 

• suku banyak 

• bentuk linear 

• bentuk kuadrat 

• deraj at n 

• cara skema (Homer) 

• teorema sisa 

• teorema falctor 


















































Algoritma Pembagian Suku Banyak 

1. Pengertian dan Nilai Suku Banyak 

a. Pengertian Suku Banyak 

Suku banyak adalah suatu bentuk yang memuat variabel berpangkat. Suku banyak 
dalam x berderajat n dinyatakan dengan: 

a x n + a X~ l + a X~ 2 + ... + a.x + a a 

n n — 1 n — 2 1 0 

Dengan syarat: n e bilangan cacah dan a , a , ... ,a disebut lcoefisien-lcoefisien 
suku banyak, a {) disebut suku tetap dan a ^ 0. 

Contoh 

1) 6x 3 - 3x 2 + 4x - 8 adalah suku banyak berderajat 3, dengan koefisien x 3 
adalah 6, koefisien x 2 adalah -3, koefisien x adalah 4, dan suku tetapnya -8. 

2) 2x 2 - 5x + 4 - -Z- adalah bulcan suku banyak lcarena memuat pangkat negatif 
yaitu 2. atau 7x _1 dengan pangkat -1 bukan anggota bilangan cacah. 

b. Nilai Suku Banyak 

Suku banyak dengan deraj at n dapat dinyatakan sebagai suatu fungsi /(x) berikut ini. 
/Tx) = a x n + a X ~ 1 + a X ” 2 + ... + a,x + 

* /v/ n n — 1 n — 2 1 0 7 

di mana n e bilangan cacah dan a n ^ 0. 

Nilai f{x) tersebut merupakan nilai suku banyak. Untulc menentukan nilai suku 
banyak dapat dilakukan dengan dua cara berikut. 

1) Cara substitusi 

Misalkan suku banyak/(x) = ax 3 + bx 2 + cx + d. Jilca nilai x diganti k , maka 
nilai suku banyak/(x) untulc x = k adalah/(A:) = ak 3 + bk 2 + ck + d. Agar lebih 
memahami tentang cara substitusi, pelajarilah contoh soal berikut ini. 

Contoh soal 

Hitunglah nilai suku banyak berikut ini untulc nilai x yang diberilcan. 

1. f{x) = 2x 3 + 4x 2 - 18 untulc x = 3 

2. f{x) = x 4 + 3x 3 - x 2 + 7x + 25 untulc x = -4 

Penyelesaian 

1. /(x) = 2x 3 + 4x 2 - 18 
/(3)= 2 • 3 3 + 4- 3 2 - 18 
= 2-27 + 4-9-18 
= 54 + 36- 18 
X3) = 72 

Jadi, nilai suku banyak/(x) untukx = 3 adalah 72. 
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2. fix) 

= x 4 + 3x 3 - x 2 + 7x + 25 

,/(4) 

= (~4) 4 + 3 • (-4) 3 - (-4) 2 + 7 • (-4) + 25 

= 256- 192- 16-28 + 25 

/(-4) 

= 45 


Jadi, nilai suku banyak fix) untulc x = -4 adalah 45. 


2) Cara Horner/bangun/skema/sintetik 

Misalkan suku banyak fix) = ax 3 + bx 2 + cx + d. 

Jilca alcan ditentukan nilai suku banyak x = k, malca: 

fix) = ax 3 + bx 2 + cx + d 
fix) = {ax 2 + bx + c)x + d 
f{x) = {{ax + b)x + c)x + d 
Sehingga fik) = {{ak + b)k + c)k + d. 

Bentulc tersebut dapat disajikan dalam bentulc skema berikut ini. 



Agar lebh memahami tentang cara Horner, pelajarilah contoh soal berikut. 

Contoh soal 


Hitunglah nilai suku banyak untuk nilai x yang diberikan berikut ini. 

1. f{x) = x 3 + 2x 2 + 3x - 4 untuk x = 5 

2. fix) = 2x 3 - 3x 2 + 9x + 12 untuk x = j 

Penyelesaian 


1. 5 

i 

2 

5 

3 

35 

-4 

190 


i 

7 

38 

186 


Jadi nilai suku banyak fix) untuk x 

= f 

2 — 
z. 2 

2 

-3 

9 

12 



1 

-1 

4 


2 

-2 

8 

16 



+ 


= 5 adalah 186. 


+ 


Jadi, nilai suku banyak fix) untuk x = 


j adalah 16. 


Ingat!! 

• Masing-masing koefisien x disusun dari pangkat terbesar sampai terkecil 
(perpangkatan x yang tidak ada, ditulis 0). 

• Tanda panah pada skema berarti mengalikan dengan k , kemudian dijumlahkan 
dengan koefisien yang berada di atasnya. 
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L_ 


f Latilian 5.1 

1. Tentukan deraj at, koefisien-koefisien, dan sulcu tetap dari setiap sulcu banyalc 
berikut ini. 

a. x 4 + 5x 2 - 4x + 3 d. x(l-x)(l+x) 

b. 5x 4 + 6x 2 + 3x — 1 e. ( 2x 2 - 9)(3x + 1) 

c. 3x 5 - 5x 3 - x 2 

2. Tentukanlah nilai setiap suku banyak berikut ini dengan cara substitusi. 

a. x 3 + 7x 2 - 4x + 3, untulc x = 5 d. 5x 4 + 7x 2 + 3x + 1, untulc x = -1 

b. 2x 3 + 4x 2 + 6x + 8, untulc x = 3 e. x 3 -x+l, untulc x = —j 

c. 2x 3 + 4x 2 - 18, untulc x = 3 

3. Tentukanlah nilai setiap suku banyak berikut ini dengan cara Horner. 

a. x 3 + 7x 2 - 2x + 4, untulc x = 2 

b. 2x 4 - x 2 + 8, untulc x = -3 

c. 7x 4 + 20x 3 - 5x 2 + 3x + 5, untulc x = 1 

d. 4x 7 - 8x 5 + 4x 4 - 5x 3 + 15x - 22, untulc x = -2 

e. x 5 + x 4 - 2x 3 + 2x - 1, untulc x = -1 


2. Derajat Suku Banyak pada Hasil Bagi dan Sisa Pembagian 

Deraj at merupakan panglcat tertinggi dari variabel yang terdapat pada suatu suku 
banyak. Jika suku banyak ditulis ax n + a n { x n ~ 1 + ... + a { x + a , maka derajat dari suku 
banyak tersebut adalah n. Bagaimanalcah derajat suku banyak pada hasil bagi? 

Perhatikanlah uraian berikut ini. 

Misallcan, suku banyak ax 3 + bx 2 + cx + d dibagi oleh (x - k). Dengan pembagian 
cara susun, maka dapat dilalculcan perhitungan sebagai berikut. 

ax 2 + (ak + b)x +(ak 2 + bk + c) 
x - k^jax 3 + bx 2 + cx + d 
ax 3 - akx 2 

( 1 ak + b)x 2 + cx + d 
( 1 ak + b)x 2 - ( 1 ak 2 + bk)x 

{ak 2 + bk + c)x + d 

{ak 2 + bk + c)x - {ak 2 + bk + c)k 

ak 3 + bk 2 + ck + d 
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Dari perhitungan tersebut diperoleh ax 2 + (ak + b)x + ( ak 2 + b + c) sebagai hasil 
bagi. Malca, dapat diketahui dari ax 3 + bx 2 + cx + dibagi oleh (x - k ) hasil baginya 
berderajat 2. Selain itu, dari perhitungan di atas diperoleh ak 3 + bk 2 + ck + d sebagai 
sis a pembagian. 


Jilca terdapat sulcu banyalc fpc) dibagi (x - k ) menghasilkan h(x) sebagai hasil bagi 
dan f[k) sebagai sisa pembagian, sedemikian hingga fpc) = (x - k) h(x) +f(k). 

Perhatikanlah penentuan nilai suku banyak dengan cara Horner berikut ini. 


k 


a 


a 




2L 


b 

ak 


c 


ak + b 




21 . 


ak 2 + bk 


ak 2 + bk + c ak 2 + bk 2 + ck + d 


2L 


d 

ak 2 + bk 2 + ck 


+ 


Jilca lcita bandingkan hasil di atas dengan pembagian cara susun, malca diperoleh 
hasil sebagai berikut. 

a. ak 2 + bk 2 + ck + d merupalcan hasil bagi. 

b. a, ak + b , dan ak 2 + bk + c merupalcan lcoefisien hasil bagi berderajat 2. 

Dengan demilcian, menentulcan nilai suku banyak dengan cara Horner dapat juga 
digunakan untulc menentulcan hasil bagi dan sisa pembagian dengan pembagi (x - k). 

Berdasarkan uraian yang telah lcita pelajari malca dapat ditarilc kesimpulan sebagai 
berikut. 

Jilca suku banyak fix) berderajat n dibagi oleh fungsi berderajat satu 
alcan menghasilkan hasil bagi berderajat (n - 1) dan sisa pembagian 
berbentulc lconstanta. 

Perhatilcan contoh soal berikut ini untulc memahami cara menentulcan deraj at hasil 
bagi dan sisa pembagian suku banyak. 

Contoh soal 

Tentulcanlah deraj at dari hasil bagi dan sisa pembagian suku banyak berikut. 

1. 2x 3 + 4x 2 - 18 dibagi x - 3. 

2. 2x 3 + 3x 2 + 5 dibagi x + 1 

Penyelesaian 

1. 2x 3 + 4x 2 - 18 dibagi x - 3. 

a. Dengan cara susun 
2x 2 + lOx + 30 

x - 3j2x 3 + 4x 2 + Ox -18 

2x 3 - 6x 2 _ 

10x 2 + Ox - 18 
10x 2 - 30x 

30x - 18 
30x - 90 

72 
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b Dengan cara Homer 


0 

30 




ZL 


4 

6 


10 


T 7 


ZL 


30 


"7 


ZL 


-18 

90 


72 


Dari penyelesaian tersebut diperoleh 2x 2 + lOx + 30 sebagai hasil bagi 
berderajat 2 dan 72 sebagai sisa pembagian. 

2. 2x 3 + 3x 2 + 5 dibagi x + 1 

a. Dengan cara susun 

2x 2 + x -1 


x +1 )2x 3 + 3x + Ox + 5 
2x 3 +2x 2 


x + Ox + 5 
x 2 + x 
— x + 5 
-x -1 


b. Dengan cara Homer 


-1 


3 

-2 


0 

-1 


1 


-1 


■'V- 


hasil bagi 


5 

1 


sisa 


Dari penyelesaian tersebut diperoleh 2x 2 + x - 1 sebagai hasil bagi berderajat 
2 dan 6 sebagai sisa pembagian. 


r Latihan 5.2^) _ 

Tentukanlah deraj at suku banyalc hasil bagi dan sisa pembagian dari: 

1. x 3 + 2x 2 + 3x + 6 dibagi (x - 2) 

2. x 3 + 4x 2 + x + 3 dibagi (x - 1) 

3. 3x 3 + 4x 2 — 7x + 1 dibagi (x - 3) 

4. x 4 - x 2 + 7 dibagi (x + 1) 

5. x 3 + 6x 2 + 3x - 15 dibagi (x + 3) 

6. 2x 3 - 4x 2 - 5x + 9 dibagi (x + 1) 
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3. Hasil Bagi dan Sisa Pembagian Suku Banyak 


a. Pembagian Suku Banyak oleh Bentuk Linear (ax + b) 


Pembagian suku banyak dengan pembagi (x - k ) yang telah kamu pelajari, dapat 
dijadikan dasar perhitungan pembagian suku banyak dengan pembagi (ax + b ). 
Untulc lebih jelasnya, perhatikanlah uraian berikut ini. 

Suku banyak f(x) dibagi (x - k ) menghasilkan h(x) sebagai hasil bagi dan/(k) 
sebagai sisa pembagian , sedemikian sehingga fix) = (x-k) h(x) +f(k). Pembagian 
suku banyak f(x) dibagi (ax + b ), dapat diubah menjadi bentuk f(x) dibagi 
I b\ b 

x - — . Berarti, nilai k = —, sehingga pada pembagian suku banyak f(x) tersebut 
\ a) a 

dapat dilakukan perhitungan sebagai berikut. 

f 


f(x) 


b\ 

x — | — 
a) 

' j 


fix) 


= \{ttx + b)h{x) +/ b 


IngatU 


b\ 1 
x + -\= —(ax + b) 


f(x) = (ax + b) ■ 


h(x) 


a 


+ f(~ 


b_ 

a 


Suku banyak f(x) dibagi (ax + b) menghasilkan 


h(x) 


a 


f{~~\ sebagai sisa pembagian , sehingga f(x) = (ax + b )• + /I 


sebagai hasil bagi dan 

b_ 
a 


Untulc lebih jelasnya, perhatikanlah contoh soal berikut ini. 


Contoh soal 

Tentukanlah hasil bagi dan sisanya jilca memakai cara horner. 

1. j\x) = 2x 3 + x 2 + 5x - 1 dibagi (2x - 1) 

2. f(x) = 2x 3 + x 2 + x + 10 dibagi (2x + 3) 

Penyelesaian 

1. f(x) = 2x 3 + x 2 + 5x - 1 dibagi (2x - 1) dengan cara horner sebagai berikut. 


1 

2 



hasil bagi sisa 


IngatU 

Karena pembaginya 
2x - 1 = 2(x - -j) 

Faktorpengalinya adalah j 

Hasil baginya = 2x + 2x + 6 

— x 2 + x + 3 

Malca sisa pembagian = 2. 

I -i 
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f{x) = (x — )(2x 2 + 2x + 6) + 2 

— -— 2 —~ (2x 2 + 2x + 6) + 2 
= (2x - l)(x 2 + x + 3) + 2 

Jadi, (x 2 + x + 3) merupakan hasil bagi dan 2 merupakan sisa pembagian. 


2. f{x) = 2x 3 + x 2 + x + 10 dibagi (2x + 3) dengan cara horner sebagai berikut 


3 

2 


2 1 1 10 



hasil bagi sisa 


Jadi, (x 2 - x + 2) merupakan hasil bagi 
dan 4 merupakan sisa pembagian. 


Ingat!! 

Karena pembaginya 
2x + 3 = 2 (x + 

a 

F alctor pengalinya - - j 
Hasilbaginya = 2x 2 -2>x+4 

= x 2 - x + 2 

Malca sisa pembagian = 4. 

V - -- J i 


b. Pembagian Suku Banyak oleh Bentuk Kuadrat (ax 2 + bx + c) 


Pembagian suku banyak dengan ax 2 + bx + c, di mana a ^ 0 dapat dilakukan dengan 
cara biasa apabila ax 2 + bx + c tidalc dapat difaktorkan, sedangkan jilca 
ax 2 + bx + c dapat difaktorkan dapat dilakukan dengan cara Horner. 

Misalkan, suatu suku banyak f[x) dibagi ax 2 + bx + c dengan a ^ 0 dan dapat 
difaktorkan menjadi {ax -/; | )(x -p 2 ). Malca, pembagian tersebut dapat dilakukan 
dengan mengikuti langkah-langkah berikut ini. 


1) /(x) dibagi {ax - p ), sedemikian hingga/(x) = {ax - p )-h {x) + / 

di mana hXx) 

lW a 

2) h{x) dibagi (x -/?), sedemikian hingga h { {x) = (x -/? )• h 2 {x) + h (p ). 

3) Substitusikan /z^x) = (x - p 2 )- h 2 {x) + /z^) key(x) = (&* -/?,)* /z,(x) + / 


Pi ^ 


a 

v / 


( Vx} 
a 


Dihasilkan /(x) = (ax - p { ){ax - p 2 )’ h 2 {x) 


+ 


(ax-p 1 )-h 1 (p 2 ) + f 


r Pi} 

a 

V 7-1 


Karena (ax - p^){ax -p 2 ) = ax 2 + foe + c, malca dapat ditulis sebagai berikut. 


y(x) = (ax 2 + Z?x + c) • h (x) + 


(ax-p 1 )-h 1 (p 2 ) + f 


r Pi} 

a 

V 7-1 


di mana: • h (x) merupakan hasil bagi 


* (ax-pJ-h^J+f 


( Pi} 
a 

v 7 


merupakan sisa pembagian 
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Agar lcamu memahami pembagian suku banyak oleh bentulc kuadrat, pelajarilah 
contoh soal berikut. 

Contoh soal 


Tentukanlah hasil bagi dan sisa pembagian j ilea: 

1. 3x 4 + 4x 3 - 5x 2 - 2x + 5 dibagi (x 2 + 2x + 3) 

2. 2x 3 + x 2 + 5x - 1 dibagi (x 2 - 1) 

Penyelesaian 

1. 3x 4 + 4x 3 - 5x 2 - 2x + 5 dibagi (x 2 + 2x + 3) 

Karena x 2 + 2x + 3 tidak dapat difaktorkan, maka dilakukan pembagian biasa 
(cara susun). 

3x 2 - 2x - 10 

x 2 + 2x + 3^3x 4 + 4x 3 -5x 2 - 2x + 5 

3x 4 + 6x 3 + 9x 2 

-2x 3 - 14x 2 - 2x + 5 
-2x 3 - 4x 2 - 6x 

-10x 2 + 4x + 5 
-10x 2 - 20x - 30 

24x + 35 

Jadi, 3x 2 - 2x - 10 merupakan hasil bagi dan 24x + 35 merupakan sisa 
pembagian. 

2. 2x 3 + x 2 + 5x - 1 dibagi (x 2 - 1) 

Karena (x 2 - 1) dapat difaktorkan menjadi (x + l)(x - 1), maka pembagian 
tersebut dapat dilakukan dengan 2 cara. 

a. Cara susun 

2x + 1 

x 2 -lj2x 3 +x 2 +5x-l 

2x 3 - 2x 

x 2 + 7x - 1 
x 2 - 1 

lx 

b. Cara Horner 

x 2 - 1 difaktorkan menjadi (x + l)(x - 1) 


1 

2 

1 

-2 

5 

1 

-1 

-6 

-U 







1 

f Pl 1 

a 

\ y 


2 

-1 

6 

-7 

=> / 
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2 -1 
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2 1 

'-V---' 

hasil bagi 




Jadi, (2.v +1) merupakan hasil bagi dan lx merupakan sisa pembagian. 


^Latihan 5.3 

1. Tentukanlah hasil bagi dan sisanya, jilca: 

a. x 3 + 7x 2 + 4 dibagi (x - 2) 

b. x 4 - x 3 + 16 dibagi (x - 3) 

c. x 4 + 3x 2 - 4x + 3 dibagi (x + 1) 

d. 2 - 3x + x 2 - 4x 3 dibagi (x + 3) 

e. 4x 5 - 2x 3 - x + 4 dibagi (x + 2) 

2. Tentukanlah hasil bagi dan sisanya, jika: 

a. x 3 - 2x 2 + 4x - 9 dibagi (2x - 1) 

b. x 3 + 7x 2 + 4 dibagi (2x +1) 

c. 2x 3 + 2x 2 - 5x + 1 dibagi (2x - 1) 

d. 3x 3 - 2x 2 + 5x - 4 dibagi (3x - 2) 

e. 4x 5 - 3x 2 + x 2 + 3 dibagi (3x + 2) 

3. Tentukanlah hasi bagi dan sisanya, jika: 

a. x 3 + 2x - 3 dibagi (x 2 - 1) 

b. x 3 + 3x 2 + 5x + 9 dibagi (x 2 - 2x + 1) 

c. 4x 3 + x 4 + 2x - 5 dibagi (x 2 + 2x - 3) 

d. 2x 4 + 3x 3 - x 2 + 2x - 5 dibagi (2x 2 + x + 1) 

e. -2x 3 + 4x 2 + x + 7 dibagi (-x 2 + 5x - 6) 

4. Tentukan nilai a sehingga: 

a. 2x 3 + x 2 - 13x + a habis dibagi (x - 2), kemudian tentukan hasil baginya. 

b. 6x 3 - x 2 - 9x + a habis dibagi (2x + 3), kemudian tentukan hasil baginya. 

c. 4x 4 - 12x 3 + 13x 2 -8 x + a habis dibagi (2x - 1), kemudian tentukan hasil 
baginya. 

5. Tentukanlah nilai a dan b , j ika: 

a. x 3 + ax + b habis dibagi (x 2 + x + 1) 

b. x 4 + x 3 + ax + b habis dibagi (x 2 + 3x + 5) 

c. -3x 3 + 14x 2 + ax + b dibagi (-x 2 + 4x - 1) dan sisanya (6 - lx) 
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Penggunaan Teorema Sisa dan Teorema Faktor 

1. Penggunaan Teorema Sisa 

a. Menentukan Sisa Pembagian Suku Banyak oleh Bentuk Linear 

Dalam menentukan sisa pembagian suku banyak oleh bentuk linear, lcita dapat 
menggunakan teorema sisa. 

Teorema Sisa 1 

Jika suku banyak f(x) dibagi (x - k ), maka sisa pembagiannya adalah/(A;). 

Untuk lebih memahami mengenai penerapan teorema tersebut, perhatilcanlah contoh 
berikut ini. 

Contoh soal 

Tentukanlah sisa pembagian dari/(x) = x 3 + 4x 2 + 6x + 5 dibagi (x + 2). 

Penyelesaian 

Cara 1: Cara biasa 

/(x) = x 3 + 4x 2 + 6x + 5 

/(-2) = (~2) 3 + 4 • (-2) 2 + 6 • (-2) + 5 
= -8 + 4-4-12 + 5 
= -8 + 16-12 + 5 
= 1 

Jadi, sisa pembagiannya 1. 

Cara 2: Sintetik (Horner) 



Jadi, sisa pembagiannya 1. 


Teorema Sisa 2 

Jika suku banyak fix) dibagi (ax + b ), maka sisa pembagiannya adalah/j— ^ j. 

Untuk lebih memahami mengenai penerapan teorema tersebut, perhatikanlah contoh 
berikut ini. 

Contoh soal 

Tentukan sisa pembagian dari fix) = 5x 3 + 2lx 2 + 9x - 1 dibagi (5x + 1). 
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Penyelesaian 

Cara 1: Cara biasa 

fix) 


= 5x 3 + 2 lx 2 + 9x - 1 


f(~b = 


5(-^) 3 + 21 (- i ) 2 + 9 (- i ) 

5 <-ife) + 2 > 

“IS + s “ I “ 1 


- 1 


L , 21 45 

+ 25 - 25 


25 

25 

25 


- 1 


- 1 


= -2 


Jadi, sisanya -2. 

Cara 2: Cara sintetik (Homer) 


I 

5 




21 

-1 


9 -1 

^~ 4 ^ 


20 


-2 


+ 


Jadi, sisanya -2. 


b. Menentukan Sisa Pembagian Suku Banyak oleh Bentuk Kuadrat 

Dalam menentukan sisa pembagian suku banyak oleh bentuk kuadrat, kita dapat 
menggunakan teorema sisa berikut ini. 

Teorema Sisa 3 

Jilca suatu suku banyak j{x) dibagi (x - a)(x - b ), malca sisanya adalah px + q 
di mana fia) = pa + q dan f[b) = pb + q. 

Untuk lebih memahami mengenai penerapan teorema tersebut, perhatikanlah contoh 
soal berikut ini. 

Contoh soal 

Jika/(x) = x 3 - 2x 2 + 3x - 1 dibagi x 2 + x - 2, tentukanlah sisa pembagiannya. 

Penyelesaian 

Pada f[x) = x 3 - 2x 2 + 3x - 1 dibagi x 2 + x - 2, bentuk x 2 + x - 2 dapat difaktorkan 
menjadi (x + 2)(x - 1). Berdasarkan teorema sisa 3, malca dapat dilakukan 
perhitungan sebagai berikut. 

(x + 2)(x - 1) <=^> (x - (-2))(x - 1) 

malca nilai a =-2 dan b = 1. 
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f (a) = pa + q 
/(-2)= -2 p + q 

(-2) 3 - 2 • (-2) 2 + 3 ■ (-2) - 1 = -2 p + q 

-8- 8- 6-1 = -2 p + q 

-23 = -2p + q .(1) 

f(b) = pb + q 

/( 1 ) = P + q 

l 3 - 2 . I 2 + 3 . 1 - 1 = p + q 
1-2+3-1 = p+q 

i = p + q .(2) 

Nilai p dapat dicari dengan mengeliminasi q dari persamaan (1) dan (2). 
-2 p + q = -23 

-3 p = -24 
P = 8 

Nilai p disubtitusikan ke persamaan (2). 

p + q =1 
8 + q = 1 

q = -? 

Jadi, sisa pembagiannya = px + q 

= 8x - 7 


Latil an 5.4 

1. Tentukanlah sisa pembagian sulcu banyalc oleh bentulc linear berikut ini. 

a. x 3 + 4x 2 + x + 3 dibagi (x - 1) 

b. x 3 - 3x 2 + 7 dibagi (x - 7) 

c. x 4 + x 2 - 16 dibagi (x + 1) 

d. 2x 3 + 7x 2 - 5x + 4 dibagi (2x +1) 

e. 2x 3 + 5x 2 + 3x + 7 dibagi (3x + 2) 

2. Tentukanlah sisa pembagian suku banyalc oleh bentulc lcuadrat berikut ini. 

a. 2x 4 - 3x 2 - x + 2 dibagi (x - 2) (x + 1) 

b. x 4 + x 3 - 2x 2 + x + 5 dibagi (x 2 + x - 6) 

c. 3x 3 + 8x 2 - x - 11 dibagi (x 2 + 2x - 3) 

d. 4x 3 + 2x 2 - 3 dibagi (x 2 + 2x - 3) 

e. x 3 + 14x 2 - 5x + 3 dibagi (x 2 + 3x - 4) 
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2. Penggunaan Teorema Faktor 

Teorema faktor dapat digunakan untuk menentukan faktor linear dari suku banyak. 
Perhatikan teorema faktor berikut ini. 


Jika/(x) suatu suku banyak, malca (x - k ) merupakan faktor dari /(x) jika dan 

hanya jika/(x) = 0 . 


Untuk lebih memahami penggunaan teorema faktor, pelajarilah contoh soal berikut ini. 


Contoh soal 

Tentukanlah faktor-faktor dari: 

1. x 3 - 2x 2 - x + 2 

2. 2x 3 + lx 2 + 2x - 3 


Penyelesaian 

1. Jika (x - k ) merupakan faktor suku banyak x 3 - 2x 2 - x + 2, maka k merupakan 
pembagi dari 2, yaitu ± 1 dan ± 2. Kemudian, dicoba nilai-nilai tersebut. 

Misalkan, dicoba cara Horner dengan pembagi (x - 1). 


1 



+ 


x 2 - 2x 2 - x + 2 - (x - l)(x 2 - x - 2) 

= (x - l)(x - 2) (x + 1) 

Jadi,faktor-faktomya adalah (x - l)(x - 2)(x +1). 

2. Jika (x - k ) merupakan faktor suku banyak 2x 3 + lx 2 + 2x - 3, maka k merupakan 
pembagi dari 3, yaitu ± 1 dan ± 3. Kemudian, dicoba nilai-nilai tersebut. 

Misalkan, dicoba cara Horner dengan pembagi (x + 1). 




+ 


2x 3 + 7x 2 + 2x - 3 = (x + l)(2x 2 + 5x - 3) 

= (x + l)(x + 3)(2x - 1) 

Jadi, faktor-faktomya adalah (x + l)(x + 3)(2x - 1). 


3. Penyelesaian Persamaan Suku Banyak 

Mencari penyelesaian persamaan suku banyak sama halnya dengan menentukan 
akar-akar persamaan yang memenuhi/(x) = 0. Kita dapat menyelesaikan persamaan 
suku banyak dengan menentukan faktor linear. 
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Jika /(x) suatu banyalc, malca (x - k ) merupakan faktor dari /(x) jilca dan 
hanya jilca k alcar persamaan/(*) = 0 

Untuk lebih memahami tentang persamaan suku banyalc dan penyelesaiannya, pelajarilah 
contoh soal berikut. 

Contoh soal 

1. Tentukanlah himpunan penyelesaian dan faktor linear dari f[x) = x 3 - 2x 2 - x + 2. 

Penyelesaian 

J{x) = x 3 - 2x 2 - x + 2 
fix) dibagi (x - 1) 




Karena/(1) = 0, malca (x - 1) merupakan penyelesaian dari x 3 - 2x 2 - x + 2. 
Sedangkan, penyelesaian yang lain x 2 - x - 2. 

x 3 - 2x 2 - x + 2 - (x - 1) (x 2 - x - 2) 

- (x - 1) (x + 1) (x - 2) 

Jadi, himpunan penyelesaiannya adalah {-1, 1,2}. 


i 

Jika 2 merupakan alcar-alcar persamaan 2x 3 + x 2 - 13x + a 
alcar-alcar yang lain. 


= 0, tentukanlah a dan 


Penyelesaian 

i 

Untuk x = 2 


2(^) 3 + (^) 2 -13(^) + a = 0 


0 1,1 13 
z ' 8 + 4 2 


+ a = 0 


4 + 4 -6 2 +a = 0 
-6 + a =0 

a = 6 


Jadi suku banyalcnya/(x) 2x 3 + x 2 - 13x + 6 


1 

2 



+ 
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2x 3 + x 2 - 13x + 6 =0 
(2x - 1) (x - 2) (2x - 6) =0 
(2x - 1) (x - 2) (x - 3) =0 

Jadi, akar-akar yang lain adalah x = 2 dan x = 3. 

QT atihan 5.5 

1. Tentukanlah faktor-faktor dari suku banyalc berikut ini. 

a. x 3 + 4x 2 - 3x - 2 

b. 2x 3 - 5x 2 + 8x - 33 

c. 3x 4 - 14x 2 + 2x + 4 

d. 2x 5 - 3x 4 - 5x 3 - 8x 2 - 14x + 6 

e. -2x 3 + lx 2 - 3x - 6 

f. -2x 4 + 74x 2 - 72 

2. Tentukanlah himpunan penyelesaian dan faktor linear dari suku banyak berikut 
ini. 

a. f{x) = x 3 - x 2 - 8x + 12 

b. f{x) = 2x 3 - 3x 2 - 14x +15 

c. f{x) = 3x 3 - 13x 2 - 5lx + 35 

d. f{x) = x 4 + x 3 - lx 1 - x + 6 

e. f{x) = -x 3 - x 2 + 14x + 24 

f. /x) = -6x 4 + 17x 3 + 105x 2 + 64x- 60 


4. Pembuktian Teorema Sisa dan Teorema Faktor 

a. Pembuktian Teorema Sisa 

1) Pembuktian teorema sisa 1 

Teorema sisa 1 menyatakan bahwa jika /(x) dibagi (x - k ), maka sisa 
pembagiannya adalah f{k). Perhatikanlah uraian berikut untulc membuktikan 
kebenaran teorema tersebut. 

Diketahui/(x) = {x-k) h(x) + S. Deraj at S lebih rendah satu daripada deraj at 
(x - k ), sehingga S merupakan konstanta. Karena/(x) = (x - k) k(x) + S 
berlaku untulc semua x, maka jika x diganti k alcan diperoleh: 

f(k) =(k-k)h(k) + S 
= 0-h(k) + S 
= 0 + S 
= S 

Jadi,/(k) = S —» S merupakan sisa pembagian (terbukti). 
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Contoh soal 

Jika/(x) dibagi olehx 2 - 5x + 6 sisanya 2x + 1. Tentukan sisanya jika/(x) dibagi 
olehx- 3. 

Penyelesaian 

fix) = (x 2 - 5x + 6) h(x ) + S 
f{x) = (x — 3)(x - 2) h(x) + 2x + 1 
f( 3) = (3 - 3)(3 - 2) h( 3) + 2-3 + 1 
/(3) = 0 + 6+1 

Jadi, sisanya adalah 7. 

2) Pembuktian teorema sisa 2 

Teorema sisa 2 menyatakan bahwa jika /(x) dibagi (ax + 6), maka sisa 
pembagiannya adalah /|—i?. j. Perhatikanlah uraian berikut untulc membuktikan 

kebenaran teorema tersebut. 


Diketahui f(x) = (ax + b ) * Karena pada /(x) = ( ax + 6) * + 5 

h 

berlaku untuk semua nilai x, maka jika nilaix= —alcan diperoleh: 


/(+) 

A-|) 

/r b \ 


(ax + Z?) 


h(x) 


a 


a-\-)r-\ + b 


s h 


a 


+ S 

-b 

a 


a 


+ S 


h 


(-b + b) 


-b 

a 


h 


( 0 ) 


-b 

a 


a 


a 


+ S 


+ S 


o + s 


s 


Jadi, terbukti bahwa sisa pembagian adalah/ 

Contoh soal 

Jika/(x) habis dibagi (x - 2) dan jika dibagi (2x + 1) sisanya 5. Tentukan sisanya 
jika/(x) dibagi 2x 2 - 3x - 2. 

Penyelesaian 

Misalkan/(x) dibagi (2x 2 - 3x - 2), hasil baginya h(x) dan sisanya ax + b. 
fix) = (2x 2 — 3x — 2) h(x) + S 
f(x) = (x — 2)(2x + 1) h(x) + ax + b 
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ft!) = (2 - 2) (2 • 2 + 1) h( 2) + 2a + b 
f{2) = 0 ■ /?(2) + 2a + b 
0=2 a + b <=> 2a + Z) = 0 .(1) 


•«-!> 

5 

5 


(-i - 2)(2 (-^) + 1) A(-l) + a (-1) + 6 

(-^ - 2)(-l + 1) A(-^) - ja + 6 
0 /z(- ^ ^ a + b 


— \a + b <:=> -a + 2b = 10 


( 2 ) 


Dari persamaan (1) dan (2) diperoleh: 


2 a + b =0 | xl 

-a + 2b = 10 I x2 


2 a + b =0 

-2a + 4b = 20 

-+ 

0 + 5/? = 20 
b = 4 


b = 4 disubstitusikan ke persamaan (1) 


2a + b = 0 

2a + 4 = 0 

2a —4 

a = -2 


Jadi, sisanya adalah —2 jc + 4. 


("^rugas Kelompok ^ 








i* J if f%f f ' ~W • rYf 


fig dtf 


Bagilah kelasmu menjadi beberapa kelompok, kemudian buktikanlah teorema 
sisa 3 berikut ini. 

Jika suatu suku banyalc f[x) dibagi (x - a)(x - /?), maka sisanya adalah px + q 
di mana f[a) = pa + q dan f{b) = pb + q. 

Catat dan bacakanlah hasilnya di depan kelompokmu. Adakanlah tanya jawab 
tentang materi yang sedang dibahas. 


w 

- 


PiUijr!i>“! 


i m 


b. Pembuktian Teorema Faktor 

Teorema faktor menyatakan bahwa jika f(x) suatu suku banyalc, maka x - h 
merupakan faktor dari /(x) jika dan hanyajika/(/z) = 0. Perhatikanlah uraian berikut 
ini untulc membuktikan kebenaran teorema tersebut. 

Diketahui menurut teorema sisa f{x) = (x - k)-h(x) + j[k). Jika J{k) = 0, maka 
f(x) = (x - k)’ h(x). Sehingga x - k merupakan faktor dari f[x). Sebaliknya, jika 
x - k merupakan faktor dari/(x), maka fqx) = (x - k)- h(x). 
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Jilca x = k, maka: 

/(k) =(*-*)•*(*) 

= 0 • h(k) 

= 0 

Jadi ,f[k) = 0 jilca dan hanya jilca (x - k ) merupalcan falctor dari/(x) (terbukti). 

Contoh soal 

Hitunglah p jilca 2x 3 - 5x 2 -4 x+p habis dibagi x + 1. 

Penyelesaian 

Karena 2x 3 - 5x 2 -4x+p habis dibagi x + 1 maka sisanya 0, sehingga: 

/(x) = 2x 3 - 5x 2 -4x+p 

X-l) = 2 (-1) 3 - 5 (-1) 2 - 4 (-1) + p 
0 = -2-5+4 + p 
0 = -3 + p 
P = 3 
Jadi,/? = 3. 



Akar-Akar Rasional dari Persamaan Suku Banyak 


1. Menentukan Akar Rasional 

Jilca dilcetahui suatu suku banyak/(x) dan (x - a) adalah falctor dari /(x), maka a 
adalah akar dari persamaan f{x) atau f[a) = 0. 


2. Sifat-Sifat Akar Persamaan Suku Banyak 

a. Untuk Suku Banyak Berderajat Dua: ax 2 + bx + c = 0 

Jilca x 1 dan x 2 adalah alcar-alcar persamaan lcuadrat ax 2 + bx + c = 0, maka: 

1) X l +X 2 = -% 

2 ) x ,' x 2 = i 

b. Untuk Suku Banyak Berderajat Tiga: ax 3 + bx 2 + cx + d = 0 

Jika x 2 , dan x 3 adalah akar-akar persamaan ax 3 + bx 2 + cx + d = 0, maka: 

1) Xj+x 2 + x 3 =-| 

r' 

2) x t • x 2 + x 2 • x 3 + Xj ■ x 3 = 

3} x • x • x — — — 
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c. Untuk Suku Banyak Berderajat Empat: ax 4 + bx 3 + cx z + dx + e = 0 

Jika x v x 2 , x 3 , dan x 4 adalah akar-akar persamaan suku banyak ax 4 + bx 3 + cx 2 + 
dx + e = 0, maka: 

1) x 1 +x 2 +x 3 + x 4 = -| 

2) Xj • x 2 • x + x 2 • x • x 4 + x • x 4 • Xj + x 4 • Xj • x 2 = -g- 

3) Xj-X 2 + Xj-X 3 + Xj-X 4 + X 2 -X 3 + X 2 -X 4 + X 3 -X 4 = 

4) x r x 2 -x 3 -x 4 = f 


Contoh soal 


1. Jika salah satu alcar dari suku banyak x 3 + 4x 2 + x - 6 = 0 adalah x = 1, 
tentukanlah akar-akar yang lain. 

Penyelesaian 


1 



+ 


karena/(l) = 0, maka x = 1 adalah alcar persamaan f[x) = 0 

x 3 + 4x 2 + x - 6 =0 
(x - l)(x 2 + 5x + 6) =0 
(x - l)(x + 2) (x + 3) = 0 

Jadi, akar yang lain adalah x = -2 dan x = -3. 



Diketahui x v x v dan x 3 adalah akar-akar persamaan 2x 3 - bx 2 - 18x + 36 = 0. 
Tentukan: 


a. x + x 2 + x 3 

b. Xj • x 2 + x 1 • x 3 + x 2 • x 3 


c. x 1 , x 2 , x 3 

d. nilai b, jika x 2 adalah lawan dari x 

e. nilai masing-masing x v x 2 , dan x 3 untuk b tersebut 


Penyelesaian 


a. 2x 3 - bx 2 - 18x + 36 = 0 


a 



b 



X 1 + x 2 + x 3 


b 

a 


c 

d 

b 

2 


= -18 
= 36 



b. Xj • x 2 + x 2 • x 3 + Xj • x 3 = = — 2 ~ = —9 .(2) 

c. x t ■ x 2 • x, = = -18 .(3) 
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d. 


Dari (1): 


*1 + * 2 + * 3 = 
X 1 + ( _X l) + X 3 = 


b_ 

2 

b_ 

2 

b_ 

2 


Dari (3) 

jCi-jc 2 -jc 3 = -18 

untuk x x = 3, malca x 2 



X 1 + X 2 + X 3 

3 + (-3) + 2 

2 

4 


_b_ 

2 

- 

2 

- 

2 

= -b => b 


Dari (2): 

X l (-Xj) + (-Xj) X 3 + X 1 X 3 
-x { 2 - X 1 X 3 + Xj X 3 

—Xj 2 

x l 2 

x 2 — 9 —> Xj = 3 atau 


—» X 1 • X 2 • X 3 

= -18 

3 • -3 • x 3 

= -18 

9X 3 

= -18 

X, 

= 2 


= -4 


Untuk Xj = -3, malca x 2 = 3 —> x 1 • x 2 • x 3 = -18 
(-3) • 3 • x 3 = -18 
-9 x 3 = 18 

x 3 = -2 , maka b = 4 


e. Xj = 3, x 2 = -3, dan x 3 = 2 untuk b = -4 atau 
x = -3 , x 2 = 3, dan x 3 = -2 untuk b = 4 
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3. Tentukanlah akar-akar dari: 

a. x 3 + 4x 2 + x - 6 = 0 

b. x 3 - 6x 2 + 1 lx - 6 = 0 

c. 2x 3 + 3x 2 - 8x + 3 = 0 

4. Selesaikan 

a. Jilca akar-akar persamaan px 3 - 14x 2 + 17x - 6 = 0 adalah x , x , x 3 untuk 
x = 3, tentukan x -x -x . 

b. Jilca persamaan x 3 - x 2 - 32x + p = 0 memiliki sebuah alcar x = 2, tentukan 
akar-akar yang lain. 

c. Jilca -4 merupakan salah satu alcar dari persamaan x 3 + 2x 2 - llx + a = 0, 
tentukan nilai a. 

d. Tentukan akar-akar dari x 3 + 2x 2 - 5x - 6 = 0. 



1. Pembagian suku banyak 

a. Pengertian suku banyak. 

Suatu suku banyak berderajat n dinyatalcan dengan: 

a x n + a + a jc n ~ 2 + .... + a,x + a n . 

n n- 1 n — 2 1 0 

b. Nilai suku banyak 

Untuk menentulcan nilai suku banyak dapat dilalculcan dengan dua cara. 

1) Cara substitusi 

2) Cara skema (Horner) 

2. Menentulcan deraj at suku banyak hasil bagi dan sisa pembagian 

a. Suku banyak j{x) dibagi (x - k ) menghasillcan h(x) sebagai hasil bagi dan 
j{x) sebagai sisa pembagian, sedemilcian hingga/(x) = (x - k) h(x) +f( lc) 

b. Suku banyak f(x) berderajat n jilca dibagi oleh fungsi berderajat satu alcan 
menghasilkan hasil bagi berderajat (n- 1) dan sisa pembagian berbentulc 
lconstanta. 



Menentulcan hasil bagi dan sisa pembagian suku banyak oleh bentulc linear atau 
kuadrat 


a. Suku banyak f(x) dibagi (ax + b) menghasilkan 


h(x) 


a 


sebagai hasil bagi 


dan A~~~) sebagai sisa pembagian, sedemilcian hingga /(x) = (ax + b) + 



)• 
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b. Suku banyalc /(x) dibagi ax 1 + bx + c dan dapat difaktorkan menjadi 
{ax - p { )(x - p 2 ) dapat ditulis/(x) = {ax 2 + bx + c)'h 2 {x) + [{ax - p { ). 

(vA 

h x {p 2 ) +/ ~r di mana h 2 {x) merupakan hasil bagi dan {ax -p^ h { {p 2 ) 


/ 


f Vi N 


a 

v y 


+ 


a 


merupakan sisa pembagian. 


v y 

Teorema sisa 

a. Jika suku banyak/(x) dibagi {x - k ), maka sisa pembaginya adalah/(£). 


b. Jika suku banyalc .fix) dibagi {ax + b ), maka sisa pembaginya adalah/ 

c. Jika suku banyalc f{x) dibagi {x - a){x - b ), maka sisanya adalah px + q 
dimana f{a) = pa + q dan f{b) = pb + q. 



5. Teorema falctor 

Jilca/(x) suatu suku banyak, maka {x - k ) falctor dari/(x) jika dan hanya jika k 
akar persamaan/(x) = 0. 


6. Alcar-alcar rasional persamaan suku banyak 

a. Suku banyak berderajat dua: ax 2 + bx + c = 0 

1) x + x = - — 

2 1 2 a 

c 

2) x • x = — 

y 1 2 a 

b. Suku banyak berderajat tiga: ax 3 + bx 2 + cx + d = 0 


c. 


1) X 1 + X 2 + X 3 




X 1 • X 2 + X 2 • X 3 + Xj • X 3 


c 

a 


3) x 1 • x 2 • x 3 = - 


d 

a 


Suku banyak berderajat empat: ax 4 + bx 3 + cx 2 + dx + e = 0 

& 

1) Xj + X 2 + X 3 + X 4 — — 

2) X • X • X^ + X • X • X A + X • X • X, + X • X • x 0 = — 

' 123 234 341 412 ft 

3) X • X 0 + X, • X, + X • X, + X • X Q + X • X„ + X • X„ = — — 

' 1 2 13 14 23 24 34 ft 


4) x 1 • x 2 • x 3 • x 4 


e_ 

a 
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Eva I ua si 



/. Pilihlah salah satu jawaban yang paling benar. 

1. Nilai suku banyalc 6x 5 + 2x 3 + 4x 2 + 6 untuk x = -1 adalah. 

a. 10 d. -4 

b. 2 e. -10 

c. -2 

2. Jilca nilai suku banyalc 2x 4 + mx 3 - 8x + 3 untuk x = 3 adalah 6, malca m adalah .... 

a. -5 d. 3 

b. -3 e. 5 

c. 2 

3. Suku banyak f[x) = x 3 + 5x 2 - 3x + 9 dibagi (x - 2), maka hasil baginya adalah .... 

a. x 2 - lx + 11 

b. x 2 + lx - 11 

c. 2x 2 + 1 lx + 7 

d. x 2 + 7x + 11 

e. 2x 2 - llx + 7 

4. Jilca suku banyak/(x) = 5x 4 - 3x 3 - lx 2 + x - 2 dibagi oleh (x 2 - 2x + 3), maka sisanya 
adalah.... 

a. 22x - 36 

b. -22x + 36 

c. —36x + 22 

d. 22x + 36 

e. 36x-22 

5. Jilca f{x) = 2x 3 - lx 2 + llx - 4 dibagi (2x - 1), maka sisanya adalah .... 

a. 3 d. 0 

b. 2 c. —4 

c. 1 

6. Jilcax 3 - 12x + k habis dibagi dengan (x - 2), maka bilangan tersebut juga habis dibagi 
dengan .... 

a. x + 1 d. x + 2 

b. x + 1 e. x + 4 

c. x - 3 
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7. 


Jilca sulcu banyak/(x) = 2x 4 + ax 3 - 3x 2 + 5x + b dibagi (x 2 - 1) menghasilkan sisa 
(6x + 5) maka nilai a-b = .... 


a. 8 

b. 6 

c. 1 


d. -3 

e. -6 


8 . 


Jika (x + 1) merapakan salah satu falctor dari suku banyak/(x) = 2x 4 - 2x 3 + px 2 - x - 2, 
maka nilai p adalah .... 


a. - 3 

b. -2 

c. -1 


d. 1 

e. 3 


9. 


Suku banyak/(x) = 3x 3 - 75x + 4 dibagi oleh (x + k ) dengan k > 0. Jika sisanya 4, maka 
nilai k adalah. 


a. -5 

b. 0 

c. 3 


d. 4 

e. 5 


10. Jika suku banyalc 2x 2 - x + 16 dibagi oleh (x - a) sisanya 12, maka nilai a adalah 

a. 2 atau 3 

b. 3 atau -2 

c. 2atau-^- 

3 

d. 2 atau 

e. 2 atau -3 


11. Jika/(x) 

a. 10 

b. 20 

c. 30 


3x 4 - 5x 2 + kx + 12 habis dibagi dengan (x + 2), maka nilai k adalah 

d. 40 

e. 50 


12. Jika f(x) dibagi dengan (x - 2) sisanya 24, sedangkan jika dibagi dengan (x + 5) 
sisanya 10. Jika f[x) dibagi dengan x 3 + 3x - 10 sisanya adalah. 

a. x + 34 

b. x-34 

c. 2x - 20 

d. 2x + 20 

e. x + 14 
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13. Jika sulcu banyak/(x) dibagi (x - 1) sisa 5 dan jika dibagi dengan (x + 3) sisanya 7. Jika 
sulcu banyak tersebut dibagi dengan (x 2 + 2x - 3), maka sisanya. 

a. ~^x-5j- 


b. 


2 x + 5 2 


c. ^-x + 4 

d. X + 4 


e. ^ -r 5 ^ 


14. Sulcu banyak fpc) dibagi (x + 4) sisanya -11, sedangkan jika dibagi (x - 2) sisanya 1. 
Jika/(x) dibagi (x - 2)(x + 4) sisanya adalah .... 

a. -2x - 3 d. 2x - 3 

b. —2x + 3 e. 3x + 2 

c. 2x + 3 

15. Sebuah alcar persamaan x 3 + ax 2 + ax + 1=0 adalah 2. Jumlah akar-akar persamaan 

itu adalah. 


a. 3 

b. 2 

1 

c< 2 



2 

3 


e. 


3 

2 


II. Kerjakan soal-soal berikut ini dengan benar. 

1. Diketahui/(x) = (x + l)(x - 2)(x + 3). Tentukanlah: 

a. deraj at sulcuny a, 

b. koefisien-koefisien variabel, 

c. suku tetapnya. 

2. Tentukan nilai suku banyak x 4 - 2x 3 + x 2 - 1 untulc x = -1. 

3. Tentukan hasil bagi dan sisa hasil bagi, jika suku banyak x 3 - 3x 2 + x - 3 dibagi (x + 1) 
dengan cara Horner. 

4. Tentukanlah hasil bagi dari (2x 3 - x 2 + 3x - 9) dibagi (2x +1). 

5. Tentukanlah nilai p jika f(x) = 2x 3 + 5x 2 - 4x +p habis dibagi (x + 1). 

x 2 -7x + p 

6. Carilah p supaya — 2 — -— dapat disederhanakan. 

x — 3x + 2 
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7. Carilah sisanya, jilca 2x 4 - 3x 2 - x + 2 dibagi x 2 - x - 2. 

8. Jilca fix) dibagi (x - 1) sisanya 3 dan dibagi (x - 2) sisanya 4, malca tentukan sisanya 
jilca f{x) dibagi x 2 - 3x + 2. 

9. Tentulcanlah nilai p supaya (x + 1) faktor dari x 4 - 5x 3 + 2 px 2 + x + 1. 

10. Salah satu alcar persamaan: 2x 3 + lx 2 + bx - 10 = 0 adalah 2. Tentulcanlah: 

a. nilai/?, 

b. alcar-alcar yang lain. 

11. Tentulcanlah himpunan penyelesaian dari f[x) = 2x 3 + 5x 2 - 4x - 3 = 0. 

12. Jilca x 3 + 2x 2 - x + k habis dibagi (x + 3), tentukan nilai 2k 2 + k. 

13. Jilca sulcu banyak -x 4 + 3x 3 + x 2 + x - 1 dibagi (x - 2) tersisa -19, tentukan nilai p. 

14. Sulcu banyak f{x) = 2x 5 + ax 4 + 2x 3 + x 2 - x - 1 habis dibagi (x - 1). Jilca j{x) dibagi 
x 2 - x - 2, tentukan sisanya. 

15. Dilcetahui x v x 2 , dan x 3 adalah alcar-akar persamaan 2x 3 - 4x 2 - 18x + 36 = 0. 
Tentulcanlah: 

a. x 1 + x 2 + x 3 

b. x 1 • x 2 + x 1 • x 3 +x 2 • x 3 

c. x 1 *x 2 *x 3 
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Komposisi Fungsi 
dan Invers Fungsi 


Relasi dan Fungsi IZf 
Aljabar Fungsi IZf 
Fungsi Komposisi IZf 
Fungsi Invers IZf 


Jilca sebuah benda terletak di depan cermin datar, tentu bayangan benda itu akan 
terlihat di dalam cermin yang persis seperti benda aslinya. Dengan demikian dapat 
dikatakan bahwa bayangan di dalam cermin merupakan invers dari benda yang 
berada di depan cermin. Dalam bab ini, kamu akan mempelajari lebih lanjut mengenai 
komposisi dua fungsi dan invers suatu fungsi. 










Peta 

Konsep 



Kata Kunci 


• domain fungsi 

• range fungsi 

• fungsi surjektif 

• fungsi genap 

• fungsi invers 


• komposisi fungsi 

• kodomain fungsi 

• fungsi injektif 

• fungsi bijektif 

• fungsi ganjil 












































Relasi dan Fungsi 



Relasi adalah suatu aturan yang memasangkan anggota himpunan satu ke himpunan 
lain. Suatu relasi dari himpunan^ ke himpunan B adalah pemasangan atau perkawanan 
atau korespondensi dari anggota-anggota himpunan^ ke anggota-anggota himpunan B. 

Jilca diketahui himpunan A = {0, 1, 2, 5}; B = {1, 2, 3, 4, 6}, rnaka relasi “satu 
kurangnya dari” himpunan A ke himpunan B dapat disajikan dalam diagram panah, 
diagram Cartesius, himpunan pasangan berurutan, dan dengan rumus. 


a. Diagram panah 




Diagram Cartesius 





♦ (5, 6) 


3 

2 

( 0 , 1 ) 


0 


(2, 3) 


( 1 , 2 ) 


+ A 


c. Himpunan pasangan berurutan 

R = {(0,1), (1,2), (2, 3), (5, 6)} 

d. Dengan rumus 

f{x) =x + 1, di mana x e {0, 1, 2, 5} dan f(x) e {1, 2, 3, 4, 6} 


2. Fungsi 

a. Pengertian Fungsi 



Suatu relasi dari himpunan^ ke himpunan B 
disebut fungsi dari A ke B jilca setiap anggota 
A dipasangkan dengan tepat satu anggota B. 
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Jika/adalah suatu fungsi dari A ke 5, malca: 
himpunan A disebut domain (daerah asal), 

himpunan B disebut kodomain (daerah kawan) dan himpunan anggota B yang 
pasangan (himpunan Q disebut range (hasil) fungsi f. 

Aturan yang memasanglcan anggota-anggota himpunan A dengan anggota-anggota 
himpunan B disebut aturan fungsi/ 

Misal diketahui fungsi-fungsi: 
f : A B ditentukan dengan notasi f(x) 
g : C D ditentukan dengan notasi g(x) 

Untuk lebih memahami tentang fungsi, pelajarilah contoh soal berikut. 


Contoh soal 


Diketahui A = {1,2,3,4} dan 5= {1,2,3,4, 5,6,7, 8}. Suatu fungsi f:A ~^>B ditentukan 
oleh/(x) = 2x — 1. 

1. Gambarlah fungsi/dengan diagram panah. 

2. Tentukan range fungsi / 

3. Gambarlah grafik fungsi / 


Penyelesaian 



b. Dari diagram di atas, terlihat bahwa: 

f{x) = 2x-l fi 3) = 2-3 — 1=5 

XI) = 2-1 - 1 = 1 f[A) = 2 • 4 - 1 = 7 

X2) = 2-2-1=3 

Jadi, range fungsi/adalah {1, 3, 5, 7}. 


c. Grafik fungsi 
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b. Macam-Macam Fungsi 


1) Fungsi konstan (fungsi tetap) 

Suatu fungsi/: A —> B ditentukan dengan rumus/(x) disebut fungsi konstan 
apabila untulc setiap anggota domain fungsi selalu berlaku fix) = C, di mana C 
bilangan konstan. Untulc lebih jelasnya, pelajarilah contoh soal berikut ini. 

Contoh soal 

Dilcetahui f:R —» R denganmmus fix) = 3 dengandaerahdomain: {x | -3 < x <2}. 
Tentukan gambar grafiknya. 

Penyelesaian 


X 

-3 

-2 

-1 

0 

1 

.fix) 

3 

3 

3 

3 

3 



2) Fungsi linear 

Suatu fungsi f(x) disebut fungsi linear apabila fungsi itu ditentukan oleh 
fix) = ax + b, di mana a^O, a dan b bilangan konstan dan grafiknya berupa 
garis lurus. 

Pelajarilah contoh soal berikut ini agar kamu lebih jelas memahami fungsi linear. 

Contoh soal 

Jilca diketahui/(x) = 2x + 3, gambarlah grafiknya. 

Penyelesaian 



2x + 3 

X 

0 

-H 

fix) 

3 

0 


3) Fungsi kuadrat 

Suatu fungsi j{x) disebut fungsi kuadrat apabila fungsi itu ditentukan oleh 
j{x) = ax 2 + bx + c, di mana a ^ 0 dan a, b , dan c bilangan konstan dan 
grafiknya berupa parabola. 
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Perhatikan contoh soal berikut ini untulc lebih memahami tentang fungsi 
kuadrat. 


Contoh soal 


Perhatikan gambar di bawah ini, fungsi/ditentukan oleh/(x) = x 2 + 2x - 3. 



Tentukanlah: 

a. Domain fungsi/ 

b. Nilai minimum fungsi/ 

c. Nilai maksimum fungsi / 

d. Range fungsi / 

e. Pembuat nol fungsi/ 

f. Koordinat titilc balilc minimum. 


Penyelesaian 

a. Domain fungsi / adalah {x | -4 < x < 2}. 

b. Nilai minimum fungsi/adalah -4. 

c. Nilai maksimum fungsi/adalah 5. 

d. Range fungsi/adalah {y \ -4 < y < 5}. 

e. Pembuat nol fungsi/adalah -3 dan 1. 

f. Koordinat titilc balilc minimum grafik fungsi/adalah (-1, -4). 


Ingat!! 




Di lcelas X lcamu sudah mempelajari cara membuat grafik fungsi kuadrat 
y = ax 2 + bx + c, a ^ 0. Caranya adalah sebagai berikut. 
a. Menentulcan titilc potong dengan sumbu X —> y = 0. 

Menentulcan titik potong dengan sumbu Y —> x = 0. 


b. 

c. Menentulcan persamaan sumbu simetri x = - 

d. Menentulcan titik puncalc ( 


b 


b 


D_ 

\ 2a' 4 a 


la 


4) Fungsi identitas 

Suatu fungsi fly) disebut fungsi identitas apabila setiap anggota domain fungsi 
berlalcu/X) = x atau setiap anggota domain fungsi dipetalcan pada dirinya sendiri. 
Grafik fungsi identitas berupa garis lurus yang melalui titik asal dan semua titik 
absis maupun ordinatnya sama. Fungsi identitas ditentukan oleh f[x) = x. Agar 
lcamu lebih memahami tentang fungsi identitas, pelajarilah contoh soal berikut ini. 

Contoh soal 

Fungsi pada R didefinisilcan sebagai j{x) = x untulc setiap x. 

a. CarilahX-2),X0),/l),/3). 

b. Gambarlah grafiknya. 
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Penyelesaian 

a. j{x) = x 

A- 2 ) = -2 

XO) = o 

xi)=-i 

/3) = 3 



5) Fungsi tangga (bertingkat) 


Suatu fungsi /(x) disebut fungsi tangga apabila grafilc fungsi/(x) berbentuk 
interval-interval yang sejajar. 

Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut ini. 


Contoh soal 


Diketahui fungsi: f{x) 


-l,jika x -1 
0, jika-1 <x 

2, jika 2 < x 

3, jikax > 4 


2 

4 


Tentukan interval dari: 

a- A- 2) 

b. m 

c. y(3) 

Penyelesaian 

a. X-2) = -1 

b. X0) = 0 

c. /3) = 2 

d. /5) = 3 


6) Fungsi modulus 


d. ,/(5) 

e. gambar grafiknya. 


e. grafiknya 



Suatu fungsi/(x) disebut fungsi modulus (mutlak) apabila fungsi ini memetakan 
setiap bilangan real pada domain fungsi ke unsur harga mutlaknya. 

/: x —> | x | atau /: x —» | ax + b \ 

f{x) = | x | artinya: 

x, jikax > 0 


x 


-x, jika x < 0 
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7) Fungsi ganjil dan fungsi genap 


Suatu fungsi/(x) disebut fungsi ganjil apabila berlaku /(-x) = —fix) dan disebut 
fungsi genap apabila berlaku fi—x) = fix). Jilca fi-x) ^ -fix) malca fungsi ini 
tidalc genap dan tidak ganjil. Untuk memahami fungsi ganjil dan fungsi genap, 
perhatikan contoh soal berikut ini. 

Contoh soal 

Tentukan fungsi/di bawah ini termasuk fungsi genap, fungsi ganjil, atau tidak 
genap dan tidak ganjil. 

1. fix) = 2x 3 + x 

2. fix) 3 cos x - 5 

3. f{x) = x 2 - 8x 

Penyelesaian 

1. fix) = 2x 3 + x 

/(-x) = 2(-x) 3 + (-x) 

- -2x 3 - x 
= -(2x 3 + x) 

= ~A X ) 

Jadi, fungsi/jx) merupakan fungsi ganjil. 

2. fx) 3 cos x - 5 
/(-x) - 3 cos (-x) - 5 

= 3 cos x - 5 

Jadi, fungsi/jx) merupakan fungsi genap. 

3. fix) = x 2 - 8x 

f(-x) = (~x) 2 - 8 (-x) 

= x 2 + 8x 

Fungsi f[-x) ^ fx) dan fi~x) ^ -j{x). 

Jadi, fungsi/(^) adalah tidak genap dan tidak ganjil. 


c. Sifat Fungsi 


1) Fungsi injektif (satu-satu) 

Jika fungsi/: A —» 5, setiap b e B hanya mempunyai satu kawan saja di A, 
maka fungsi itu disebut fungsi satu-satu atau injektif. 



fungsi injektif 


/ a 


\P \ 

b ^ 


q 



r / 

\ c 


\ s J 

A 


B 


fungsi injektif 



bukan fungsi injektif 
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I_ 


2) Fungsi surjektif (onto) 

Pada fungsi /: A —> 5, setiap b e B mempunyai lcawan di A, malca/disebut 
fungsi surjektif atau onto. 




fungsi surjektif bukan fungsi surjektif 


3) Fungsi bijektif (korespondensi satu-satu) 

Suatu fungsi yang bersifat injektif sekaligus surjektif disebut fungsi bijektif 
atau korespondensi satu-satu. 



fungsi bijektif bukan fungsi bijektif 
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b. fx) = x 2 + 2x - 3 

c. fx) = | x + 2 | 

3. Selidiki fungsi berikut termasuk fungsi ganjil, genap, atau bulcan keduanya. 

a. fx) = x 2 - 3 

b. fx) = 2 sin x + cos x 

c. fx) = 3x 5 - 2x 3 

4. Tentukan daerah asal dan range fungsi berikut bila xe B dan 5={x|-3<x<2}. 

a. fx) = 2x — 1 

b. X x ) = + 3 

c. fix) = 4 

d. /(x) = | x + 1 | 

5. Diketahui fungsi,4 = {1,2,3,4} ke B= {5,6,7} yang dinyatakan dalam pasangan 
berurutan berikut ini, manakah yang merupakan pasangan surjektif? 

a. /={( 1,6), (2, 6), (3, 6), (4, 6)} 

b. /={( 1,5), (2, 6), (3, 6), (4, 5)} 

c. /= {(1,6), (2, 7), (3, 5), (4, 5)} 

d. /={(!, 5), (2, 6), (3, 7), (4, 7)} 


Aljabar Fungsi 

Bila/dan g suatu fungsi, malca pada operasi aljabar penjumlahan, pengurangan, perkalian, 
dan pembagian dapat dinyatakan sebagai berikut. 

1. Penjumlahan f dan g berlaku (f + gr)(x) = ^00 + fifM 

Perhatikan contoh soal berikut ini. 

Contoh soal 

Diketahui fix) = x + 2 dan g(x) = x 2 - 4. Tentukan (f + g)(x). 

Penyelesaian 

(f + g)(x) = Ax) + g(x) 

= x + 2+x 2 -4 
= x 2 + x - 2 

2. Pengurangan f dan g berlaku (f- g)(x) = f(x) - g(x) 

Untuk memahami sifat tersebut, pelajarilah contoh soal berikut ini. 

Contoh soal 

Diketahui fix) = x 2 - 3x dan g(x) = 2x + 1. Tentukan (f- g)(x). 
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Penyelesaian 

if- g) (x) = A x ) - g(x) 

= x 2 - 3x - ( 2x + 1) 
= x 2 - 3x - 2x - 1 
= x 2 - 5x - 1 


3. Perkalian f dan g berlaku (f g)(x) = f(x) g(x) 

Perhatikan contoh soal berikut ini untuk memahami fungsi tersebut. 

Contoh soal 

Diketahui/(x) = x - 5 dan g(x) = x 2 + x. Tentukan (f x g)(x). 

Penyelesaian 

if x g)(x) = ,/(x) • g(x) 

= (x - 5)(x 2 + x) 

= x 3 + x 2 - 5x 2 - 5x 
= x 3 - 4x 2 - 5x 




4. Pembagian f dan g berlaku 


j 




= f (*) 


Untuk lebih jelasnya, pelajarilah contoh soal berikut ini. 


Contoh soal 

Diketahui/(x) = x 2 - 4 dan g(x) = x + 2. Tentukan 


Penyelesaian 

L (x) = 

UJ 


/(x) 

g(x) 

x 2 -4 
x + 2 


(x - 2)(x + 2) 
x + 2 


= x - 2 





Fungsi Komposisi 


1. Syarat dan Aturan Fungsi yang Dapat Dikomposisikan 


Jika diketahui A = \a r a,. a 3 },B = {b v />,. b , b 4 }, dan C= {c p c 2 , c 3 }, maka fungsi 
/: A —> B dan g : B —> C didefinisikan seperti diagram berikut. 



b i 

b i 



gib,) = c 2 
g( b 2 ) = c, 
g(b 2 ) = c 2 


Komposisi Fungsi dan Invers Fungsi 


181 



























Dari kedua diagram di atas, dapat diperoleh fungsi yang memetakan langsung dari 
A ke C sebagai berikut. 

/«,) = b 2 dan g(b 2 ) = c 2 sehingga (go/) (a,) = c 2 
g(b 2 ) = c, dan g/lg) = c, sehingga (go/) (a 2 ) = c, 
g(^ 3 ) = c 3 dan gib,) = c 3 sehingga (g°f) (a } ) = c 3 

A B C 

Jika fungsi yang langsung memetakan A ke C itu dianggap fungsi tunggal, maka 
diagramnya adalah sebagai berikut. 


A C 

Fungsi tunggal tersebut merupakan fungsi komposisi dan dilambangkan dengan 
go/dibaca “fungsi g bundaran f”. go/adalah fungsi komposisi dengan/dikerjakan 
lebih dahulu daripada g. 

Fungsi komposisi tersebut dapat ditulis: 


(g°J)(x) = g(ftx)) 

(fo g)(x) = Ag(x)) 

A B c 


Ax) 


g f 

Sedangkan, untulc fog dibaca fungsi /bundaran g. Jadi, fog adalah fungsi 
komposisi dengan g dikerjakan lebih dahulu daripada/ 

A B c 






(g°f) («,) = c 2 
(goA K) = c, 
(goA K) = c 3 
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f^Tugas Kelompok ^ 






' i- i. - -//- -J 


£* •’’ J-Jh'-/ cr _-, ;' 




Buatlah kelompok-kelompok di kelasmu, kemudian buktikan sifat-sifat komposisi fungsi 
berikut ini. Catat dan bacakan hasilnya di depan lcelas. 

Bila/, g, dan h suatu fungsi, maka: 

a. tidalc berlaku sifat komutatif, yaitu fo g ^ g of; 

b. jika / fungsi identitas berlaku : Io /=/ o I =f; 

c. berlaku sifat asosiatif, yaitu : fo (g o h) = (fo g) o h. 



if 

w 


t 

& 

f 

? 

r 

Jr 

I 

y 

I 

f 

■f 

y 


>4 


Untulc lebih memahami tentang fungsi komposisi, pelajarilah contoh soal berikut ini. 

Contoh soal 

1. Diketahui/jx) = 2x - 1, g(x) = x 2 + 2. 

a. Tentukan (gof)(x). 

b. Tentukan (fog)(x). 

c. Apakah berlaku sifat komutatif: go/=/og? 

Penyelesaian 

a- (go/)W= g(/W) 

= g(2x - 1) 

= (2x - l) 2 + 2 
- 4x 2 - 4x + 1 + 2 
= 4x 2 - 4x + 3 

b. (fo g)(x) = /(g(x)) 

= fix 2 + 2 ) 

= 2(x 2 + 2) - 1 
= 4x 2 + 4-1 
= 4x 2 + 3 

c. Tidalc berlaku sifat komutatif lcarena go/V/og. 

2. Diketahui/(x) = x 2 , g(x) = x - 3, dan h(x) = 5x. 

a. Tentukan (fo (go h))(x ). 

b. Tentukan ((fog) o h)(x). 

c. Apakah fo (g o h) = (fog) oh, mengapa? 

Penyelesaian 

a. (f° (g°h))( x ) = • ••• 

Misal/?(x) = (g o h)(x) 

= g(Kx)) 

= g( 5x) 

= 5x - 3 
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Soalnya menjadi 


( f°(g°h)(x )) = (fop)(x) 

= ,/(p(x)) 

= X5x - 3) 

= (5x-3) 2 
= 25x 2 - 30x + 9 

b. ((fo g) o h)(x) = .... 

Misal .s'(x) = (f° g)(x) 


Ag(x)) 
fix - 3) 
(x - 3) 2 


Soalnya menjadi: 


(( f°g)°h)(x ) = (s°h)(x) 

- s(h(x)) 

- ^(5x) 

= (5x - 3) 2 

- 25x 2 - 30x + 9 

c. Ya, (f°{g° h))(x) = ((/° g) ° h)(x) sebab berlaku sifat asosiatif. 

3. Diketahui/(x) = 5x -2 dan I(x) = x. 

Buktikan 7° f=f° I =f 

Bukti 

(iof)( X ) = mx )) 

= 7(5x - 2) 

= 5x -2 

(fo 1 )(X) = jU(x)) 

= A x ) 

= 5x - 2 

Tamp ale bahwa I°f=f°I=f (terbukti). 


Latihan 6 . 2 ^) _ 

Kerjakan soal-soal di bawah ini. 

1. Diketahui/(x) = x —2 dan g(x) = x 2 - x - 2. 
Tentukan: 


a. (f+g)(x) 
b- (f-g)(x) 
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2 . 


3. 


4. 


Diketahui/(x) = x 2 dan g(x) = x + 4. Tentukan: 
a- 3) c. tf*g)(-l) 

'C 


b- 1) 


d. 


g 
v y 


( 2 ) 


Diketahui fungsi yang ditentukan oleh f[x) = x + 1, g(x) = 2 — jc. Tentukan fungsi 
yang dinyatakan oleh/(x) + g 2 (x) + (f+ g)(x) + (g 

Fungsi f\R^R dan g : 7? —> 7? ditentukan oleh/(^) = 2x - 1 dan g(x) = x + 3. 
Tentukan: 

a- (fog)(x) c. (fof)(x) 

b- (g°f)(x) d. (gog)(x) 


5. Diketahui fungsi/(x) = 2x + 1 dan g(x) = x 2 . Tentukan: 

a- (fog)(x) c. (fof)(x) 

b. (g°f)(x) d. (gog)(x) 

6. Diketahui g(x) = 2x + 3 dan (go/)(x) = 2x 2 + 4x + 5. Tentukan/(x). 


2. Nilai Fungsi Komposisi dan Komponen Pembentuknya 


Untuk menjelaskan nilai fungsi komposisi terhadap komponen pembentuknya, dapat 
dilakukan dengan dua cara berikut ini. 

a. Dengan menentukan rumus komposisinya terlebih dahulu, kemudian disubstitusikan 
nilainya. 

b. Dengan mensubstitusikan secara langsung nilai pada fungsi yang alcan dicari. 
Untuk lebih memahami, perhatikan contoh soal berikut ini. 

Contoh soal 


Diketahui dua buah fungsi yang dinyatakan dengan rumus /(x) 
Tentukanlah nilai dari fungsi-fungsi komposisi berikut. 

a- (g°/)(l) 
b. (f° g)(-2) 
c- (go/) (-3) 


Penyelesaian 

Cara 1 a. (go/)(x) 


g(J(x)) 

g(3x - 1) 

(3x - l) 2 + 4 

9x 2 - 6x + 1 + 4 
9x 2 - 6x + 5 


3x — 1 dan g(x) = x 2 + 4. 


(g°/)(l) = 9- l 2 -6- 1 + 5 
= 9-6 + 5 = 8 
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b. (fo g)(-2) 


ifo g)(-2) 


fig(x)) 

Ax 2 + 4) 

3(x 2 + 4) - 1 
3x 2 +12-1 
3x 2 + 11 
3(-2) 2 + 11 
3-4+11 
12+11 = 23 


c. (go f)(x) = 9x 2 — 6x + 5 

3) = 9(-3) 2 - 6 (-3) + 5 
= 81 + 18 + 5 
= 104 


Cara 2 a. (g°/)(l) = g(/(l)) 

= g(3 -1-1) 

= g(2) 

= 2 2 + 4 = 8 

b. ifog) (-2) = f(g(-2)) 

= /(-2) 2 + 4) 

= M) 

= 3-8-1 = 23 

c. (go/)(-3) = gif{- 3)) 

= g(3 (-3) - 1) 

= g(-io) 

= (-10) 2 + 4 = 104 


^Latihan 6.3^) 


Kerjakan soal-soal di bawah ini di buku tugas. 

1. Diketahui fungsi p dan q pada^4 = {2, 3,4, 5, 6} ditulis sebagai fungsi berurutan 
sebagai berikut. 

P={( 2,4), (3,6), (4, 4), (5,2), (6, 3)} 

9 ={(2,5), (3,2), (4, 2), (5,3), (6, 4)} 

a. Tentukan (p o q)( 2), (p o q)(3), (p o q)( 4), (p o q)(5), (p o q)( 6). 

b. Tentukan (<? o p)(2), (q o p)(3), (<? o p)( 4), (<? o /?)(5), (<? o /?)(6). 

c. Buktikan (p o q) + (g o p)(x). 
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2. Diketahui fungsi f:R^R dan g : R —> 7? ditentukan oleh/x) = 2 - x dan 
g(x) = 3x + 4. Tentukan nilai fungsi komposisi berikut ini. 

a. (/°g)(-2) c. 1) 

b- (g°/)(l) d. (go g)(2) 

3. Diketahui / : R R dan g : R R ditentukan oleh f(x) = x + 1 dan 
g(x) = 2x - 1. Dengan mensubstitusikan secara langsung nilai pada fungsi-fungsi 
berikut ini, tentukan nilai: 

a. (/°g)(-l) c. (go/)(-2) 

b- (/og)(3) d. (go/)(l) 

4. Diketahui fungsi /: R R dan g : R R ditentukan oleh/x) = 2x 2 dan 
g(x) = x - 3. Tentukan nilai x: 

a. jika(/og)(x) = 2 c. (gof)(x) = 5 

b. jika (/■ og)(x) = 4 d. (gof)(x) = -1 


Fungsi Invers 

1. Menjelaskan Syarat agar Suatu Fungsi Mempunyai Invers 

Semua himpunan yang dipetakan oleh fungsi mempunyai invers. Invers dari himpunan 
tersebut dapat berupa fungsi atau bukan fungsi. Perhatikanlah gambar di bawah ini. 




Dari gambar (/), himpunan A yang beranggotakan (a v a v a v a 4 ) diperakan oleh 
fungsi flee himpunan B yang beranggotakan ( b v b v b 3 ) daerah hasil adalah: {{a v b / 
( a v b 2 ), ( a v Z? 3 ), (a 4 , b 4 )}. Pada gambar (ii) himpunan B dipetakan oleh fungsi g ke 
himpunan A daerah hasil adalah: {( b v a { ), (. b 2 , a 2 ), (b v a 4 ), (Z? 3 , a 3 )}. Pemetaang : B —> A 
diperoleh dengan cara menukarkan atau membalik pasangan terurut/: A —> B atau B 
merupakan balikan dari/dinotasikan g =/', sering disebut g merupakan invers dari/ 


Ingat!! 

Jika fungsi/= ^ -^5 dinyatakan dengan pasangan terurut/= {(a, Z?) | a e ^4 dan b e B} 

maka invers fungsi/adalah/ 1 = b —>A ditentukan oleh/ 1 = {(b, a) \ b e 5, dan a £ A}. 

f i 
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2. Menentukan Aturan Fungsi Invers dari Suatu Fungsi 


Suatu fungsi / alcan mempunyai invers, yaitu f~ l jilca dan hanya jilca fungsi /bijektif 
atau dalam korespondensi satu-satu. Misalkan,/merupakan fungsi dari A ke 5, malca 
/ _1 merupakan fungsi invers /jilca berlaku (f~ l o f)(x) = x dan (fo / _1 )(x) = x. 

Perhatikanlah gambar di bawah ini. 




fungsi invers f 


Untulc menentukan fungsi invers dari suatu fungsi dapat dilakukan dengan cara 
berikut ini. 

a. Buatlah permisalan/x) = y pada persamaan. 

b. Persamaan tersebut disesuaikan dengan fix) =y, sehingga ditemukan fungsi dalam 
y dan nyatakanlah x = j{y). 

c. Gantilah y dengan x, sehingga f{y) =/ _1 (x). 

Untulc lebih memahami tentang fungsi invers, pelajarilah contoh soal berikut ini. 


Contoh soal 


x 

1. Jilca diketahui /(x) =-y, x ^ -2, tentulcan inversnya. 

X + 2* 


Penyelesaian 

Misal f{x) =y, malca soalnya menjadi: 


fix) = 


y 

}’(x + 2) 
yx + 2y 
yx - x 

(y - i)x 


x + 2 
v 

x + 2 
x 
x 

- 2 y 
-2y 


x = 


fiy) = 


fi'(x) = 


-iy 

y -1 

-2y 

y -1 

-2x 
x — 1 


2. Dilcetahui f:R^R dengan lcetentuan/x) = 3x + 8. 

a. Tentulcan /'(x). 

b. Tentukan (Z^ 1 oZ)(x). 

c. Tentukan (fo f ] )(x). 

d. Bulctikan bahwa ( f~ x of)(x ) = /o/')(x). 
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Penyelesaian 

a. Misalnya f[x) = y 

f[x) = 3x + 8 
y = 3x + 8 
y — 8 = 3x 
3x = y - 8 


x = 


1 8 
3 y 3 


b. (/■' o/)(x) = /'(/(X)) 

= /'(3x + 8) 

= I(3x + 8)-2| 



= x 


1 o 2 

x 3 J 2 3 

A.0 = \y-2 f 
/'W- ^-2f 


C. (/o/')(x) = /(/'(X)) 


= / 


—x-2 — 
3 3 


V 






V 


-x-2 — 
3 3 


= 3 

— x — 8 + 8 
= x 


+ 8 


J 


d. Dari jawaban b dan c terbukti (f l o f)(x) = (fo /')(x) = x. 


^ Latihan 


*0 


Kerjakan soal-soal di bawah ini . 

1. Jilca fungsi/mempunyai invers, tentukanlah rumus untulc fungsi f~ l dari: 


a. /( x ) = 3x - 2 

b. /(x) = 2x + 5 


2 + x 

c - Ax) = 2^i 

d. X x ) = x 2 + 4 


X 7^ 

2 


2 . 


Jilca/dan g suatu fungsi yang dinyatakan o\ohf(x) = x + 1 dan g(x) = 2x - 7. 
tentukan: 

a. /-'(x) c. (fof)~\x) 


b. g-’(x) 


d- (g _1 ° g _1 ) (*) 
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3. Jilca/suatu fungsi yang dinyatakan oleh/(x) = 2x - 3, tentukanlah: 

a. / _1 (x) 

b. (/•./->)(*) 

c. 

4. Jilca/dan g suatu fungsi yang dinyatakan oleh/(x) = x - 1 dan g(x) = 3x + 4, 
tentukanlah: 

a. / _1 (x) 

b. g~\x) 

c. (A/OM 

d- (g' lo g _1 )W 


3. Menggambar Grafik Fungsi Invers dari Grafik Fungsi Asalnya 


Untulc menggambarkan grafik / _1 dan f 
perhatikanlah diagram di samping. Dari diagram di 
samping dap at diketahui jilca y =f[x) malcax =fly). 

Demilcian pula, jilcax =fly) malcay =f[x). Dengan 
demilcian dapat dilcatalcan bahwa fungsi yang 
memetalcan^4 ke B bersifat bijektif dan mempunyai 
fungsi invers. 

Fungsi-fungsi lain selain fungsi bijektif tidalc memililci fungsi invers. Jadi, hanya 
fungsi bijektif yang mempunyai fungsi invers. Untulc lebih jelasnya, perhatikanlah contoh 
soal berilcut ini. 



Contoh soal 

Diketahui j{x) = x + 3. Gambarlah grafik/(x) dan f~ l (x). 

Penyelesaian 


fix) = 

x + 3 

y = 

x + 3 

X = 

7-3 

fly) = 

J-3 

f~'(x) = 

x - 3 



4. Kaitan Sifat Fungsi Invers dengan Fungsi Komposisi 

Jika terdapat fungsi komposisi (go/), malca (go/) dapat dipandang sebagai suatu 
fungsi tunggal, sehingga pada fungsi tersebut dapat dicari inversnya. 
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Perhatikan diagram berikut. 



Dari gambar diagram di atas dengan/dan g berkorespondensi 

satu-satu sedermikian sehingga h = go/, maka h~ l = /~ 1 og _1 . Dalam hal ini 
(g° f)~ l = hr 1 = disebut fungsi invers dari fungsi komposisi, sehingga diperoleh sifat- 
sifat berikut ini. 


(g°f)Xx) = if '°g~')(x) 

(fog) '(X) = 


Pelajarilah contoh soal berikut ini agar kamu lebih memahami fugnsi invers dari 
fungsi komposisi. 

Contoh soal 

1. Diketahui fungsi /: R R dan g : R R dengan ketentuan f(x) = 2x - 6, 
g(x) = x + 3. Tentukan: 


a. 

b. 


f~\x) 

g~\x) 

Penyelesaian 
a. 


C. (gofY'(x) 
d- (gofy'(x) 


b. 


f[x) = 2x- 

6 

C. (gof)(x) 

= g(f(x) 

misalv 

Ax) 


= g (2x - 6) 

fix) = 

2x - 6 


— 2x — 6 + 3 

y = 

2x - 6 


= 2x - 3 

y + 6 = 

2x 



y + 6 

misal y 

(go.f)(x) 

X = 

•/ 

2 

(g of)(x) 

= 2x - 3 

Jadi f~\x) = 

x H~ 6 

y 

= 2x - 3 

2 

y + 3 

= 2x 

g(x) = x + 3 


y + 3 


misal y g(x) 

2 

X 

g(x) = 

x + 3 

X 

y + 3 


y = -*■ + 3 

y-3 = x 
x = y-3 
Jadi g _1 (x) = x - 3 


Jadi (gofr\x) = 
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d. if o g)(x) = figix) 

= fix + 3) 

= 2(x + 3) - 6 
= 2x + 6 — 6 
- 2x 


misal y = ifo g)(x) 

if ° g)M = 2x 

y = 2x 

x = T 

Jadi (Jogffx) = j. 


2. Diketahui fungsi f:R^R dan g : 7? —> 7? dengan ketentuan/(x) = x - 3 dan 
g(x) = 2x + 4. Tentukan: 

a. /'(2) c. (f og-')(x) 

b- g-‘(-2) d. (g'o/'Kx) 

Penyelesaian 


a. /(x) = x - 3 
misal y = /(x) 
fix) = x - 3 
>’ = x-3 
x = y + 3 

Jadi /'(x) = x + 3 
/‘(2) =2 + 3 = 5 



g(x) = 2x + 4 
misal y = g(x) 
g(x) = 2x + 4 
y = 2x + 4 
y — 4 = 2x 


Jadi g '(x) 


r'(-2) 


x — 4 

-2-4 

2 


c - (/'' °g ')(x) 


d- (g _1 of fix) 



/' (g _1 (+)) 

fx-43 

/ 


^1 


x — 4 


+ 3 


2 

x — 4 + 6 


* +2 = l x+ ! 
2 2 X 1 


g _1 tf'ix)) 
g" 1 (* + 3) 

(x + 3) - 4 
2 

x + 3 — 4 
2 

x -1 

l x _l 

2 x 2 


^Latihan 6.5^) _ 

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar. 

1. Gambarlah grafik/(x) dan inversnya j ika diketahui: 

b. f[x) = 2x + 1 d. X x ) = x - 3 

c. X x ) = 2 - 3x e. X x ) = 4 - x 
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2. Diketahui /: R —> R dan g : 7? —> R ditentukan oleh /(x) = 2x - 7 dan 
g(x) = 3x + 2. Tentukan: 


a- ( g°f) \x ) 

C. (g ' °f ')(x) 

b- (fog) '(x) 

d- (/ ' og')(x) 

Tentukan f~ l (x) dari: 


„ x x — 1 

x + 3 

a. fix) - c 

Jy ; x + 5 

C ’ A x ) - 2x-5 

. x 2x 1 

, „ x 3x-l 

b. fix) - 

x — 2 

d. f(x) - 0 A 

Jy J 2x + 4 


4. Diketahui f[x) = x - 3, g(x) = 2x + 5, dan /z(x) = x 2 - 2. Tentukan: 

a. /'(x); g^x); dan hr 1 (x) c. (gof)-\x) dan (fog)-^!) 

b. f l (-3); g- ! (6); dan /r 1 ^) d. (foh)-\x)6sm(goh)- l (x) 

5. Tentukan g -1 (x) j ilea diketahui: 

a. /( x ) = 2x + 1 dan (fo g)(x) = x + 5 

b. /( x ) = 2x dan (fo g)(x) = x + 3 

c. y( x ) = + 5 dan (fog)(x) = x 1 - 2x + 6 

d- ,/fx) = -j x + 1 dan (fog)(x) =/‘(x) 



1. Relasi 

a. Fungsi adalah relasi dua himpunan A dan B yang memasangkan setiap anggota 

pada himpunan ^4 dengan tepat satu anggota himpunan B. Jadi, fungsi merupakan 

relasi khusus artinya tidak semua relasi merupakan fungsi. 

b. Macam-macam fungsi 

1) Fungsi konstan (fungsi tetap) didefinisikan dengan / : x —» C atau 
f(x) = C, di mana C konstan. 

2) Fungsi linear adalah fungsi yang variabelnya berpangkat satu. 

3) Fungsi kuadrat adalah fungsi yang variabelnya berpangkat dua. 

4) Suatu fungsi disebut fungsi identitas apabila setiap anggota dari daerah 
asal dipetakan pada dirinya. 

5) Fungsi tangga adalah fungsi/yang memasangkan anggota bentuk interval 
pada daerah asal ke beberapa anggota yang tetap pada daerah kawan. 

6) Fungsi modulus (mutlak) adalah fungsi yang memasangkan setiap bilangan 
real pada daerah asal ke unsur harga mutlaknya. 
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3. 

4. 


7) Fungsi ganj il dan fungsi genap 

a) Fungsi ganjil apabila/(-x) = -f(x). 

b) Fungsi genap apabila/(-x) =f(x). 

Jika /(-x) ^ fix ) dan /(-x) ^ -f(x) disebut fungsi tidalc genap dan tidalc 
ganjil. 

c. Sifat-sifat fungsi 

1) Fungsi injektif (satu-satu). 

2) Fungsi surjektif (onto). 

3) Fungsi bijektif (korespondensi satu-satu) 


Aljabar fungsi 

a. Penjumlahan/dan g didefinisikan (f+ g) (x) =f[x) + g(x). 
Pengurangan/dan g didefinisikan (f- g)(x) =f(x) - g(x). 
Perkalian/ dan g didefinisikan (f- g)(x) =f[x) • g(x). 


b. 


c. 


d. Pembagian / dan g didefinisikan 


f f X x fix) 


Fungsi komposisi 

Komposisi fungsi adalah penggolongan beberapa fungsi menjadi sebuah fungsi. 


Fungsi invers dari fungsi komposisi 

Bila suatu fungsi h : A —» C ditentukan oleh h = g of dengan /: A —» B dan 
g : 5 —» C maka fungsi invers dari fungsi komposisi adalah hr 1 = (go/) _1 . 


/ Pilihlah salah satu jawaban yang paling tepat. 

1. BilaX*) = 2x 3 - 6v, maka/(^ + 1) = .... 

a. x 3 - 6x 2 - 3 d. x 3 + x - 3 

b. 2x 3 - 6x 2 - 4 e. x 2 - x - 3 

c. 2x 3 - 6x 2 - 4 

2. Diketahui/(x) = 3x - 6 dan g(x) = 2x + a. Bila (fog)(x) = (gof)(x) maka a = .... 

a. 5 b. 1 c. -1 d. -5 e. -6 

3. Bilafx) = 3x 2 - 2 dan g(x) = ? maka (fog)(2) = .... 

x j 

a. 32 b. 38 c. 41 d. 43 e. 46 
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4. Jilca diketahui/(x) = x 2 - 2x + 1, maka //4) adalah. 

a. 3 b. 1 c. 0 d. -1 e. -3 

5. Jilca diketahui g(x) = x - 1 dan (fo g)(x) = 2x 2 - 4x + 3, maka fungsi/x) = .... 

a. x - 2 d. x 2 - 2x 

b. x + 2 e. x 2 + 2x 

c. x 2 + 2 

6. Jilca f\R—>R dan g : 7? —> R dengan/(x) = x 2 dan g(x) = 3x + 1, maka/g(2)) 

a. 13 b. 25 c. 37 d. 49 e. 81 

7. Jilca j(x) = x 2 dan (fo g)(x) = x 2 - 2x + 1, maka g(3) adalah .... 

a. 2 b. 4 c. 6 d. 7 e. 9 


8. Jilca f[x) = 


x 


x — 1 


maka//x) adalah .... 


x — 1 


a. 


x 


b. 


x +1 


X 


X 


c. 


x — 1 


d. 


x 


X + 1 


e. 


x 


9. Misalkan f[x) = x + 2 untulc x > 0 dan g(x) = untulc x > 0. Dengan demikian 
( f l o g _1 )(x) = 1 untulc x = .... 

a. 1 b. 3 c. 5 d. 8 e. 10 

10. Jilca f~ l (x) = X g ^ dan g _1 (x) = maka (fo g)~ l (6) = .... 


a. 1 


b. 2 


c. 6 


d. 4 
6 


e. 


1 


10 


11. Jilca diketahui f(x) = x - 3 dan g(x) = 2x + 4, maka (go/) /2) adalah 
a. -4 b. -2 c. 2 d. 4 e. 7 


12. Dilcetahui/(x) = 3 + 2x, g(x) = 2 + x, dan h(x) = 2x. Bila (fogoh) ! (x) = -1, maka nilai 
x adalah. 


a. 5 b. 3 

13. Jilca diketahui fungsi /(x) 
adalah .... 


c. 2 


d. -3 e. -5 


5x + 3 1 1 x 

> * * 2 dan 


3x + 2 maka (f 1 o g)(x) 


6x-5 1 

6x-3 2 

6x + 5 1 

6x-3 2 

3x + 5 1 

6x + l ,x * 6 


3x - 5 1 

6x-l ,x * 6 

3x + 5 1 

6x-l ,x * 6 
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14. Jika fungsi /: R —> R dan g : R —> R dirumuskan dengan fix) 


g(x) = x + 3, malca ( g(f[x )) 1 = .... 


a. 


2-3x 

x-l 


b. 


2 + 3x 
x +1 


x — 2 
c. - 

x 


d. 


4x-l 

x 


x +1 

x-l 


; x ^ 0 dan 


e. 


1 

4 - x 


15. Jika f[x) 


1 

x 


dan g(x) = 2x - 1, malca (fog) 1 (x)= .... 


2x-l 
a. - 

x 



x 

2x-l 


c. 


x-l 

2x 



e. 


2x 

x-l 


II. Kerjakan soal-soal berikut ini dengan benar. 

1. Perhatikan relasi-relasi yang ditunjukkan dengan diagram panah di bawah ini. 



a. Manakah yang merupakan fungsi? 

b. Jika relasi merupakan fungsi, tentukanlah domain, kodomain, dan rangenya. 



Diketahui/(x) = x 2 - 3x + 2 dan g(x) = x - 1. Tentukan: 
a- (f+g)(x) c. (/• g)(x) 


b. ( f~g)(x ) 



/ 

V 



3. Diketahui f:R^R;g:R^>R dengan f[x) = 2x 2 + 1 dan g(x) = x + 2. Tentukan: 

a. (g°.f)(x) c. (gof){ 1) 

b. (fo g)(x) d. (fog)(-2) 


4. Tentukan fungsi invers dari fungsi di bawah ini. 

a. f{x) = 3x + 10 

b. j{x) = (x- 3f 

c. J{x) = x 2 - 4x + 4 


5. Diketahui fix) = 2x - 1 dan g(x) = 3x + 5. Tentukan: 

a. (fogy (x) C. (fogy (1) 

b. (g of)- 1 (x) d. (go./)-' (-2) 
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Limit Fungsi 

Limit Fungsi di Suatu Titik dan di Tak Hingga 0 

Sifat Limit Fungsi untuk Menghitung Bentuk Tak Tentu 0 

Fungsi Aljabar dan Trigonometri 

Cobalah kamu mengambil kembang gula-kembang gula dalam sebuah tempat 
dengan genggaman sebanyak lima kali. Setelah dihitung, pengambilan pertama 
terdapat 5 bungkus, pengambilan ke dua 6 bungkus, pengambilan ke tiga 5 bungkus, 
pengambilan ke empat 7 bungkus, dan pengambilan kelima 6 bungkus. Jilca dirata- 

rata pada pengambilan pertama, ke dua, sampai ke lima adalah y = 5,8 dan dikatakan 
hampir mendekati 6. Dalam contoh sehari-hari, banyak sekali kamu temukan kata- 
kata hampir, mendekati, harga batas, dan sebagainya.Pengertian tersebut sering 
dianalogikan dengan pengertian limit. Limit merupakan konsep dasar atau pengantar 
dari deferensial dan integral pada kalkulus. Untuk lebih jelasnya, dalam bab ini kamu 
akan mempelajari konsep limit fungsi dalam pemecahan masalah. 




Peta 

Konsep 




Kata Kunci 



• limit fiingsi 

• limit fungsi tak hingga 

• limit fungsi berhingga 

• limit fungsi alj abar 

• limit fungsi trigonometri 



























I_ 


( Pengertian Limit Fungsi di Suatu Titik dan di Tak 
Hingga 

1. Limit Fungsi di Satu Titik Melalui Perhitungan Nilai-Nilai di 
Sekitar Titik Tersebut 

Diketahui fungsi f:R^R yang ditentukan oleh/(x) = 2x - 1. Jilca variabel x 
diganti dengan 3, malca/(3) = 23 — 1 = 5. Berapakah nilai yang alcan didelcati/(x) jilca 
variabel x mendekati 3? Untulc menjawab persoalan ini diperlukan tabel sebagai berikut. 


X 

1,5 

1,75 

2,5 

2,75 

2,85 

2,95 

2,97 

2,98 

2,99 

• • • • 

fix) 

2 

2,5 

4 

4,5 

4,7 

4,9 

4,94 

5,96 

4,98 



Dari tabel dapat dilihat jilca x mendekati 3 dari pihalc lcurang dari 3, malca nilai fix) 
mendekati 5. Apalcah nilai fix) akan mendekati 5 jilca x lebih besar dari 3? Untulc 
menjawabnya lcita lihat tabel berikut ini. 


X 


3,01 

3,10 

3,25 

3,50 

3,50 

3,75 

4,25 

• • • • 

fix) 


5,02 

5,20 

5,50 

6,00 

6,50 

6,50 

7,50 



Dari tabel dapat dilihat bahwa jilca x 
mendekati 3 dari pihak lebih dari 3 malca nilai 
fix) mendekati 5, sehingga dikatakan bahwa 
fungsi/(x) = 2x - 1 mempunyai limit 5 untulc x 
mendekati 3 dan ditulis “jilca fix) = 2x- 1, maka 

lim2x-l = 5”. Grafiknya dapat lcamu amati 

x —>3 

pada gambar di samping. 


Dari penjelasan di atas, kamu juga dapat 
menentulcan nilai dari limNilai 

x — >2 x 2 


fix) = 


x + x — 6 
x - 2 


untulc x mendekati 2 dapat 


disajikan dengan tabel sebagai berikut. 



X 

1,75 

1,85 

1,95 

1,97 

1,99 

1,999 

• • • 

2 

• • • 

2,001 

2,01 

2,1 

2,2 

2,9 

3,1 

fix) 

3,75 

4,85 

4,95 

4,97 

4,99 

4,999 

• • • 

0 

0 

• • • 

5,001 

5,01 

5,1 

5,2 

5,9 

6,1 


Dari tabel dapat dilihat jilca variabel x = 2, malca/(2) = ^ yaitu suatu bentulc tak 

tentu, tetapi jikax mendekati 2 dari arah lciri maka nilai J[x) mendekati 5. Demilcian juga 
jilca x mendekati 2 dari arah kanan maka nilai f[x) mendekati 5. 
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Oleh lcarena itu dapat ditulis: 

!. x 2 + x — 6 _ 
lim--— 5 

x —>2 x 2 

Dari uraian di atas, secara intuitif limit dapat dideflnisikan sebagai berikut. 
lim f(x) = L artinya jilca x mendekati a (tetapi x^a) malca 

x—>a 

f{x) mendekati nilai L. 


2. Sifat-Sifat Limit Fungsi 


Apabila k suatu konstanta,/dan g merupakan fungsi-fungsi yang mempunyai limit 
untuk x —> a, a e R malca berlaku: 

a. lim k = k 

x—>a 

b. lim f(x) = f(a) 

x—>a 

c. lim k- f(x) = k- lim/(x) 

x—>a x—>a 

d. lim {/(x) ± g(x)} = lim /(x) ± lim g(x) 

x—>a x—>a x—>a 

e. lim {/(x) • g(x)} = lim /(x) • lim g(x) 

x—>a x—>a x—>a 

fix) lim /(*) 

f. lim J l -——, untuk lim g(x) ^ 0 

X^a g(x) lim g(x) 

x—>a 

g. lim (/(x))" = (lim f(x)\ 

x—>a \x—>a ) 


Untuk lebih memahami tentang sifat-sifat limit fungsi, pelajarilah contoh soal berikut. 

Contoh soal 

Diketahui/(x) = 2x - 5 dan g(x) = 3x 2 + 4x . Tentukan: 

1. lim / (x) + lim g(x) 

x—>3 x—>3 

2. lim {/(x) + g(x)} 

x^3 

Penyelesaian 

1. lim/(x) + lim g(x) = lim (2x - 5) + lim (3x 2 + 4x) 

x—>3 x—>3 x >3 x >3 

= 2-3-5 + 3-3 2 + 4-3 
= 6-5 + 3-9+12 
= 1 + 27 + 12 = 40 
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2 . 


lim {/(*) + £(*)} 

X— >3 


lim {(2x - 5) + (3x 2 + Ax)} 

x^3 

lim (3x 2 + 6x - 5) 

x —>3 

3 • 3 2 + 6 - 3 - 5 
3-9 + 18-5 
27+18-5= 40 


3. Limit Fungsi di Tak Berhingga 

Diketahui/(x) = y. Jilca dibuat tabel untulc x bilangan sebagai berikut. 


X 

1 

2 

3 

4 

• • • • 

10 

• • • • 

100 

• • • • 

200 

• • • 

Ax) 

2 

1 

2 

1 

• • • • 

1 

• • • • 

1 

• • • • 

1 

• • • 

3 

2 

5 

50 

1.000 


Apabila nilai x makin besar, ternyata nilai/(x) malcin lama malcin kecil. Apabila x 
besar sekali atau x mendekati tak berhingga, ditulis x —> oo , malca nilai -2- alcan 

mendekati nol, dikatakan limit dari y untulc x mendekati tak berhingga adalah nol dan 
ditulis: 


lim | = 0 


x —)°° 


Sekarang perhatikan contoh berikut ini. 

Hitunglah lim 

& X^oo X + 1 

Untulc menjawab limit tersebut, dapat dicoba dengan tabel berikut ini. 


X 

i 

2 

3 

• • • • 

10 

• • • • 

100 

• • • • 

1.000 

• • • 

2x 

i 

4 

3 

3 

2 

• • • • 

20 

11 

• • • • 

200 

101 

• • • • 

2000 

1.001 

• • • 

x + 1 


2x 

Apabila x menjadi semakin besar, malca nilai * ^ alcan mendekati 2. Dikatakan 


bahwa L = lim 

x—)°° 


2x 

x +1 



Limit fungsi yang berbentulc lim 




f(x) 

g(x) 


dapat diselesailcan dengan cara membagi bagian 


pembilang/(x) dan bagian penyebutg(x) dengan x n , n adalah panglcat tertinggi dari f[x) 
atau g(x) untulc setiap n bilangan positip dan a bilangan real, malca: 


a 

lim — = 0 

x—> 0 ° jU 
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Dari contoh itu dapat ditulis: 


i • 2x 
lim -- 

x )°° x +1 


= lim 


X— 


2x 

x 

x+1 

X 


lim - y 

*—>°° 1_|_1 

X 


1 + 0 


2 

1 


= T =2 


(pembilang, penyebut dibagi x) 


. i \ 

lim —=0 

^ x >°° X j 


Contoh soal 

Hitunglah limit dari: 


1. lim 


3x-l 


^°° x +5x-3 


3. lim 

x—)°° 


4x 2 + 2x +1 
5x-4 


2. lim 


2x 2 - x + 5 


X 


^°° x — 3x + 2 


Penyelesaian 


1. lim 


3x-l 


: ^°° x + 5x - 3 


lim 

x—)°° 


3x-l 


x 


x 2 +5x-3 


(pembilang dan penyebut dibagi x 2 ) 


x 


_ lim 


3x 1 


x z x^ 


x —)°° 


x 2 , 5_3 

-y~2 y2 -y*2 

•/V •/V' 


_ lim 


1 

x 


X" 


x—>°° 


1 + 4- 3 


* X 2 


0-0 = o 


1 + 0-0 1 


2. lim 


2x 2 - x + 5 


^°° x - 3x + 2 


= lim 


x—>°° 


2x 2 - x + 5 

x 2 

x 2 - 3x + 2 

x 2 


(pembilang dan penyebut dibagi x 2 ) 


2x 2 


= lim 


X" 


x _|_ 5 


X z X" 


x —)°° X z 


3x 2 


X ' 


X* 


2 

lim — 

x—j 


1 + 5 

* x 2 


3 + J_ 
* x 2 


2-0 + 0 _ 2 
1 - 0+0 1 
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~ i . 4x 2 + 2x +1 

3. lim — --— 

5x — 4 


4x 2 + 2x + 1 


lim 

x—)°° 




= lim 


5x - 4 

x 2 

4x 2 ■ 2x ■ 1 

r 2 _r r 2 _r r 2 
•/v ./v «/v 


(pembilang dan penyebut dibagi x 2 ) 


x —)°° 


5x 4 


= lim 


4 + f + 


1 


X^ 


x —)°° 


x z x^ 


1 


x^ 


4+0+0 4 

- = - — OO 

0-0 0 


H" ... 4 

Bentulc -q adalah bentulc tak terdefinisi, tetapi lcarena angka 0 pada -q bulcan 

anglca nol tetapi angka yang lcecil sekali sehingga suatu bilangan dibagi lcecil sekali 
hasilnya besar sekali atau oo . 


Dari contoh-contoh diatas dapat diambil kesimpulan nilai dari lim 


x—>°° 


fix) 

g(x) 


adalah 


sebagai berikut. 

1. Jika deraj at dari pembilang f[x) lebih besar daripada deraj at penyebut g(x), maka 

fix) 


nilai lim 

g(x) 


CXD . 


2. Jika derajat dari pembilang f[x) sama dengan derajat penyebut g(x), maka nilai 
lim = real. 


x —)°° 


g(X) 


3. Jika derajat dari pembilang/(x) lebih lcecil daripada derajat penyebut g(x), maka 

. r /( x ) 
nilai l im —=0. 


x—)°° 


g(x) 


Untulc lebih memahami, pelajarilah contoh berikut. 

Contoh soal 

Hitunglah limit berikut. 

( 3x 2x ^ 


1. lim 

x—)°° 

2. lim 

x—)°° 




jc — 1 X + l 


J 


'x 1 + 


2x - \Jx 2 - 


4x 


Penyelesaian 


p lim 


x—)°° 


( 3x _ 2x ^ 

x-\ X + l 




J 


lim 

x—^°° 


= lim 

x—)°° 


r 3x(x +1) - 2x(x - 1) ^ 


v 


(x - l)(x +1) 

3x 2 + 3x - 2x 2 + 2x 




\ 


x 2 
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2. lim 

x—>°° 


= lim 


x 2 + 5x 


lim 

x—>°° 


lim 

x —)°° 


2 

x ■ 

-1 


X 2 

+ 5x 

X 2 

X 

2_ 

l 


X 2 


X 2 

X 2 

■ + 

5x 

X 2 

X 2 


1 

X 2 


X 2 


(pembilang dan penyebut dibagi x 2 ) 


1 + — 
lim 


x —)°° 


1- 


X" 


1 + 0 
1-0 


= 1 


x 2 +2x - Vx 2 —4x j 


lim (Vx 2 +2x - V+ 2 -4x ) 

x—>°° \ / 





x 2 -4x 


x' 



x 2 - 4x 


lim 

x—)°° 


{six 2 + 2x) 2 - {six 2 -4x) 
x 2 + 2x + V x 2 — 4x 


x 2 + 2x - (x 2 - 4x) 
* 'sjx 2 + 2x + 'sjx 2 — 4x 


= lim 


= lim 

x—>°° 


x 2 + 2x — x 2 + 4x 
•\/x 2 (l + x) +Vx 2 (l _ x) 


lim 

X—)°° 


6x 


x 


f i+i + 


f i- 


x 


lim 

x —)°° 


'1+f + 


'1- 


X 


Jl + 0 + Jl^0 


6 _ (3 _ 

Vi + VT ~~ 2 “ 


204 Matematika SMA dan MA Kelas XI Program IPA 












































r Latihan 7,{y 


Kerjakan soal-soal dibawah ini dengan benar. 

1. a. Gambarlah grafik/(x) = 3jc — 5. 
b. Lengkapilah tabel berikut. 


X 

0,1 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 

• • • 

0,99 

1 

1,001 

• • • 

1,01 

1,2 

1,3 

/(x) = 3x - 5 















c. Carilah nilai lim f(x) = 3x - 5. 

x—^1 

2. Lengkapilah tabel berikut. 


X 

1,0 

1,1 

• • • • 

1,9 

1,999 

2 

2,001 

2,002 

• • • • 

2,1 

2,2 

2,3 

2,4 

2,5 

/(.V) = 
















3. Carilah limit-limit berikut. 

. 2x + 5 

a. lim-— 

X —>°° x — 1 

i i • x + 2 

b. lim—- 

^°° x + x — 1 

4 . Carilah limit-limit berikut. 

Y -] 

a. lim- 

*->- 3 X +5 

5. Carilah limit-limit berikut. 


c. 


lim 

x —)°° 


x 2 — 2x +1 
x + 3 


b. lim 

x —)°° 


V5x 2 -2 




a. lim+ 4x -jc b. limV?H-6x -(x-4) 


x—)°° 


x—)°° 


S Sifat Limit Fungsi untuk Menghitung Bentuk Tak 
Tentu Fungsi Aljabar dan Trigonometri 

1. Menghitung Limit Fungsi Aljabar 


Perhatikan fungsi /(.\ ) = 2x pada tabel di bawah ini. 


X 

0 

1,5 

1,7 

2 

2,5 

2,6 

2,75 

2,85 

2,95 

2,98 

2,999 

• • • • 

3 

fix) = 2x 

1 

3 

3,5 

4 

5 

5,2 

5,5 

5,70 

5,90 

5,96 

5,998 

• • • 

6 
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Dari tabel terlihat jilca nilai x diperbesar hingga mendekati 3, malca nilai/(x) men- 
dekati 6 , dikatakan bahwa limit dari 2x untuk x mendelcati 3 adalah 6 ditulis: 

lim 2 x = 6 

x—>3 

Menentukan limit dengan cara di atas ternyata lambat dan tidalc efisien. Misalkan 
untuk menyelesaikan lim /(x), malca dapat dilakukan dengan cara yang lebih cepat 

x—>a 

dengan menggunakan rumus sebagai berikut. 

1. Jilca f(a) = C, maka nilai lim / (x) =A a ) = C 


x— 


2. Jika/(a) 77 , maka nilai lim /(x) = 77 

" x a " 


— oo 


3. Jilca f[a) 7 ^ , maka nilai lim/(x) = 7 I = 0 


x^>a 


4. Jilca /(a) = 77 , maka nilai lim / (x), maka sederhanalcan atau ubahlah lebih dahulu 

x —^ Cl 

bentulc/(x) hingga menjadi bentulc (1), (2), atau (3). 

Untuk lebih memahami, perhatilcan contoh berikut. 

Contoh soal 

1. Hitunglah nilai limit-limit berikut ini. 


a. lim (5x + 7) 

x—>-2 


d. lim 


x 2 — 2 x 


->3 x - 3 


b. lim (2x 2 - 3) 

x—^1 


e. lim 


x - 5 


x —>5 2 x +1 


c. lim 


x +5 


X 


->-1 x z +1 


n 1 • x 2 — 8 x + 15 
t. lim--- 

x—>3 x 3 


Penyelesaian 

a. lim (5x + 7) = 5 (-2) + 7 =-10 + 7 = -3 

x —>-2 


b. lim(2x 2 -3) 

x—^1 


= 2-1 2 — 3 = 2-3 = -1 


c. lim 


x +5 


X + 1 


(- 1) 2 + 5 _ 1 + 5 _ 6 
(- 1) 2 +1 1 + 1 2 


d. lim 


x 2 — 2 x 


—>3 x-3 


3-2-3_9-6_3___ 
3-3 0 0 


e. 


lim 


x —5 


5-5 


0 


0 


^5 2x +1 2-5 + 1 10 + 1 11 


= 0 
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_ r x 2 - 8 x + 15 3 2 - 8-3 + 15 9-24 + 15 0 
f. lim--- =-=-= - 

x—>3 x 3 


3-3 


0 


0 


0 


Karena nilai limit = ^ , maka perlu diubah lebih dahulu dengan jalan difaktorkan. 


lim 

x—>3 


— ~ 8 x+ 15 = n m ( x 5 + 3 ) = Hmx-5 = 3 _ 5 =_ 


x-3 


x —>3 


(x-3) 


x —>3 


Hitunglah limit-limit berikut. 


v JC — 1 

a. lim—=— 

X ^ 1 yjX— 1 


C. 


i • 1 — yj X + 1 

lim—-- 

x - X 


b. lim 

x—>0 


yj x - h 2 — yfl 


X 


Penyelesaian 


jc —1 1-1 _ 1-1 _ 0 

a. lim—=— = — f= — — 7-77 

x_>1 Vx -1 Vl—1 ^ ^ ® 


Jadi hams diubah lebih dahulu dengan jalan dikalikan dengan sekawannya. 


lim 

x—^1 


x — 1 

yfx — 1 


(x — 1) (Vx+1) 

lim— 1 =—— • —- 

x ~* 1 (VX - 1) (yJX + 1) 

(x-l)(Vx+l) 

lim-- -==± -- 

*-»• (4xf - 1 2 


lim 

x—^1 


(x -1)( Vx +1) 


x — 1 


lim(Vx~ + l) = yf\ + 1 


= 1 + 1=2 


1 1 • yjX + 2 — yf2 _ y/0 + 2 — yf2 _ V 2 " — yj~2, _ 0 

■ ™ X 0 “ 0 “0 

Jadi harus diubah lebih dahulu dengan jalan dikalikan dengan sekawannya. 


— Jim ^ — ) (V^ + 2 + V 2 ) 

x ^° x (V x + 2 + V 2 ) 


(V^+ 2) 2 - (72 y 

x(V* + 2 + V2) 


= lim 


= lim 


x + 2 — 2 


x ^° x(Vx + 2 + V2) 
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X 


1 


= lim 


= lim 


x(7x + 2 + 72) 7 x + 2 + 72 


1 


1 


1 72 
X 


V0 + 2+V2 V2+V2 2V2 V2 


V 2 1 


2-2 4 


= 4>/2 


c. lim 


l-V^+T 1 -VoTT _i-VT_i-i_o 


x - X 


0 2 -0 


0 


0 0 


Jadi hams diubah lebih dahulu dengan jalan dikalikan dengan sekawannya. 


*. 1 — V x +1 

lim—-- 


= lim 


(1 — -\J x +1) (1 + x +1) 
x ^° (x 2 - X ) (1 + Vx + 1) 


= lim 


l 2 — (V x +1) 


x ^° (x 2 - x)(l + y/x + l) 


= lim 


1 — (x + 1) 


(x 2 -x)(l + Vx+T) 


= lim 


1 — x — 1 


x ^° x(x -1)(1 + y]x + \) 


= lim 


-x 


x ^° x(x -1)(1 + -Jx + l) 


= lim 


-1 


-1 


^°(x-i)(i+7x+T) (o-i)(i+7o+T) 


-1 


(-i)(i+i) 


-1 = 1 

-2 2 



Carilah lim 

h^O 


/(x + h) — /(x) 
h 


, jika diketahui fungsi/jx) di bawah ini. 


a. /(x) = 2x + 3 

b. f{x) = 3x 2 - x 

Penyelesaian 

a. j\x) = 2x + 3 

Xx + /z) — 2 (x + h) + 3 
— 2x + 2 h + 3 
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it- fr i 'Wli SS ml m 


lim /(-^ + ^) “ f( x ) _ 2x + 2h + 3 - (2x + 3) 


h^> 0 


h 


h^O 


lim 

/?^o 


h 


2x + 2/z + 3-2x-3 


h 


= lim 


2 A 


h —^0 h 

lim 2 

/>-> o 


= 2 


b. /( x ) = 3x 2 

fix + h) = 


- x 


3(x + /z) 2 - (x + h) 

3(x 2 + 2 xh + h 2 ) - x - h 
3x 2 + 6xh + 3/z 2 - x - h 


lim 

/? — 


f(x + h)~ f(x) 
h 


= lim 


3x 2 + 6x/z + 3/z^ — x — h — (3x -x) 
lim- - - 1 -- 

h^> 0 h 

. 3x 2 + 6 xh + 3 h 2 -x-h-3x 2 + x 


0 h 

6xh + 3h 2 - h 


lim 

h^> 0 


lim 

/?^o 


h 


fr / or 2 r A 


V 


6x/z 3 h h 
~h~ h h 


J 


lim (6x + 3h - 1) 

h^O 


= 6x + 3- 0- l=6x-l 


r^fugas Kelompok ^ 




IS***/, 


r 

Buatlah kelasmu menjadi beberapa 
kelompok, lalu kerjakan soal-soal berikut 
secara berkelompok. 

3 ( 1 2 ^ 


«<■ •*' if, 


1. lim 


x —>2 x 2 


V 


2x 2 - x - 3 x 2 + x 


) 


2. lim 

x—>°° 


1 + 2 + 3 ++ x 


x 


/ 

♦ 

wm 


Cocokkan dengan kelompok lain adakan 
diskusi lcelas. 


Ingat!! 


S n = -jn {2a + (n - 1)Z>} 


di mana: 

S = iumlahnsuku 

n J 

a = suku pertama 
b = beda (selisih suku-suku 
yang berurutan) 
n = banyaknya suku 


? 




































































r 


Latihan 


7.2 


Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar. 
1. Tentukan nilai limit berikut. 


a. lim (2x + 7) 

x —>—2 


b. lim (x 2 + 4x - 9) 

x—>1 


c. lim 


2x-3 


: ^ 5 x - 4x +1 


2. Diketahui/(x) = [x - 2, untulc x <4 

x 2 + x - 7, untuk x > 4 


Hitunglah nilai limit berikut. 


a. lim /(x) 

x—^1 


b. lim / (x) 

x —>5 


3. Hitunglah nilai limit berikut ini. 
x 2 -9 


a. lim 


x^-3 x + 3 


u r 2x 2 -5x + 2 
b. lim--- 

x —>2 x 2 


2 2 r 

r x -x -ox 
c. lim--- 

x^3 x 3 


t . f(x + h)-f(x) 

4. Carilah lim-- t -, jilca diketahui fungsi di bawah ini. 

h-¥ o n 

a. f(x) = 3x + 2 b. f(x) = x 2 + 3x - 1 

5. Tentukan nilai limit berikut ini. 


a. lim 


2-^5-x 


b. lim 

x—^0 


x + 


Vx 


x-^1 x 1 -v/x 

6. Jilca diketahui/(x) = 3x - 2 dan g(x) = x 2 + x - 3, tentukan: 


a. lim {/(x)-g(x)} 

x ^2 


b. lim {/(x)} : 

x->l 


c. lim 


gO) 


/(x) 


2. Menghitung Limit Fungsi Trigonometri 



D 


Perhatikan gambar di samping. Dari gambar 
di samping diketahui panjang jari-jari lingkaran = r, 
besar sudut AOB adalahx radian, BC dan AD tegalc 

lurus OA untuk 0 < x < n 


BC 

OB 


= sin x =^> BC OB sin x 


BC = r sin x 
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OA tan x 


AD 

OA 


= tan x => AD = 


L 


A OBC 


j-OCBC 
-y ■ OC ■ r sin x 



- r tan x 


< 

L . . _ 

< 

L c 


juring OA B 


< 

1 2 

2 xr 

< 

1 

2 ' 

< 

1 2 

I x-r 2 

< 

1 

2 ' 


2 OC • r • sin x 


|XT 2 


j OA • r • tan x 


1 r 2 

A 

< 

1 r 2 

A 

< 


1 r 2 
V 

OC • 
smx 

< 

X 

< 

OA 

r 

tanx 

cos x sin x 

< 

X 

< 

r 

r 

tan x 

cos x sin x 

< 

X 

< 

tan x 


COS X < 


X 


lim cosx 

x —^0 


< lim 


smx 
x 


< 


1 


cosx 


< lim 


1 


cos 0 < lim 


x—>o smx 
x 


x^o cosx 

1 


1 < lim 


x—>o smx 
x 


< 


< - 


1 < lim 


x— >o smx 
x 


cosO 

1 
1 


< 1 


smx 


1 2 

2 r 



x— >0 smx 


Maka lim , X 1 atau lim smx 1 

x^o sin x x^o x 

Dari persamaan: 

cos x sin x < x < tan x 

- : tanx 

cosx sinx x tanx 

-<-< 


tanx 


tan x tan x 


cosx smx x 
-:-<- <1 


smx 

cosx 


tanx 


cosx . x 

- cosx-smx <-<1 


smx 


tanx 


cos 2 x < 


x 


tanx 


< 1 
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? • X 

lim cos x<lim-<1 

X—>o x^o tan x 


1 < lim——— < 1 

x^o tan x 


Maka lim-- 

x— >o tan x 


1 atau lim 

x—>0 


tanx 



Dengan cara yang sama didapat rumus: 



Untulc lebih memahami tentang limit fungsi trigonometri, perhatikan contoh berikut. 

Contoh soal 


1. Carilah nilai limit berikut. 

sin 2x 


a. 


b. 


lim 

x—^0 


3x 

5x 


lim . 

x— >o 3sm3x 


c. lim 

x—^0 


d. lim 


4 tan 5.x 
3x 

2x 


x^o tan 4x 


Penyelesaian 

i • sin2x 
lim —— 

x^o 3x 


a. 


lim 

x —>0 


= lim 

x—^0 


sin 2x 2x 
3x 2x 

sin 2x 2x 
2x 3x 


b. lim 


= 1- 

II 

2 

3 


5x 

lim 

x—>0 

5x 

3x 

3 sin 3x ~ 

3 sin 3x 

3x 


lim 

x—^0 

3x 

5x 


3 sin 3x 

3x 


lim 

x—^0 

1 3x 

5x 


3 sin 3x 

3x 

— 

i- 1 

II 

^)|Ui 
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I_ 


c. 


lim 

x—>0 


4 tan 5x 
3x 


lim 

x —^0 

lim 

x —^0 


4 tan 5x 5x 
3x 5x 

4tan5x 5x 


5x 


4 - 1 'f = 


3x 

20 


- 6 3 


d. lim 


2x 


= lim 


2x 4x 


x^o tan 4x ^ o tan 4x 4x 

= 1 2 = 1 

1 4 2 


= lim 


4x 2x 


x^o tan 4x 4x 


2 . Carilah limit berikut. 


a. 


lim 


2sin5x 


x^o tan 2x 


c. lim 2 x-cotx 


x —^0 


b. 


lim 

x —>0 


3 tan 4x 


sin 6x 
Penyelesaian 


a. 


lim 

x —>0 


2sin5x 

tan 2 x 


lim 

x —>0 

lim 

x —>0 


2sin5x 2x 5x 
tan 2x 2x 5x 

2sin5x 2x 5x 
5x tan 2x 2x 


2 - 1 - 1 -I =5 


b. lim 

x —^0 


3tan4x _ ^ 3tan4x 4x 6x 
sin 6x x^o sin 6x 4x 6x 


lim 

x —>0 


3 tan 4x 6x 4x 

4x sin 6x 6x 


3-1' 1 ? = 2 

2x 


c. lim 2 x-cotx = lim 

x— >o x— >0 tan x 


= lim 2 •——— 

x— >o tan x 


3. Carilah limit berikut. 


= 2 - 1=2 


i.liHi l'». 'I* I *1 


Ingat!! 


tan x cot x = 1 


a. lim 

x —>0 


2 - 2 cos 2 x 


x 


c. 


lim 

h —^0 


sin(x + h) - sin x 
h 


b. lim 


cos 2 x 


n x — — 

x^ * 4 
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Penyelesaian 


b. 


c. lim 

h^O 


lim 

x—>0 


2 - 2 cos 2 x 




lim 2 ( 1 -cos 2 x) = 2 { 1 -( 1-2 sin 2 x)} 


x —^0 


lim 

x —^0 


lim 

x —^0 

lim 

x—^0 


X 


x—>0 


2 (l-l + 2 sin 2 x) 


x 


2(2 sin 2 x) 


x 

2 


4 sin x 


x 

/ . \2 
smx 


4 lim 

x— >0 ^ X j 

4• l 2 = 4 


x 


p.Vvv ■ 


Ingat!! 

»mirmn 


cot 2 x = 1 - 2 sin 2 x 


cos 2 x 

K V — — 

4 


lim 


7t 


misal y = x - 


, 71 

* = k + 4 : 

K 


cos (^4 + 5) 
cos (A - B ) 


Ingat!! 


cos ^4 cos 5 - sin A sin B 
cos A cos B + sin A sin B 


untulc x ^ 4 -, maka 7 
cos 2(y + f) 


= 0 


lim 

*->0 




lim 

_y^0 


lim 

y^> 0 

lim 

j —>0 


cos ( 2 J + 


4 


(cos 2 j • cos$ - sin 2 y • sin $) 


J 


(cos 2y-0- sin 2y ■ 1 ) 


y 


li m ( 0 -sin 2 j) 

y 

-sin 2 y 2y 

y 2 y 

-sin 2 y 2y 


lim 

_y^0 


= lim 

2 y 

= -1 • 2 = -2 


y 


sin (x + h)- sinx 

h 


lim 

h —^0 


lim 

h^0 


2 cos j {(x 4- h) + x} • sin j {(x + h) - x} 


h 


2 cos (x + j h) • sin j h 


h 
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lim 

/z —>0 


2cos (x + ^/z) sin ^-h 


2-i h 


1 sin A/z 

lim cos (x + A/z)-— 

/? — ^ 


h 


cos (x + -j • 0) • 1 


= COS X 


lift til H hiw 

f 

F’pypflpmp 


Ingat!! 


sin ^4 + sin 5 = 2 sin (^4 + 5) 

sin ^4 - sin 5 = 2 cos (^4 +5) 

sin }^{A-B) 


Latihan 


7.3 


Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar. 


1. Carilah limit berikut. 

sin 3x 
a. lim —-- 

x^o 5x 


b. lim 


4x 


X 


->o 2 sin x 


2. Carilah limit berikut. 


a. lim 


2sin5x 


x— >o 3 sin 2x 


u i • 4sin2x 

b. lim --— 

x^o tan 4x 


3. Tentukan nilai dari: 


a. lim 


xsin3x 


tan x 


4. Hitunglah nilai dari: 


a. lim 




l + cos2x 
cosx 


5. Hitunglah nilai dari: 


a. lim 


l-cos2x 


x —^0 


X 


6 tanx 
c. lim —-- 

x— >o 4x 


d. lim 


b. 


lx 


x^o 5sin5x 


c. lim 


tan8x 


x^o 4sin4x 


d. lim 


3 tan 2x 


x^o 2tan3x 


lim 

x —^0 


• 4 
sin|x 

3x 


b. lim 


X —^—71 

4 


tan x -1 
cos2x 


b. lim 

x —^0 


tan3x sinx 


x 
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Cj* angk 


uman 


3 


1 . 


2 . 


4. 


Pengertian limit 

Limit sering dikatakan sebagai nilai pendekatan. 

Limit talc berhingga 

Untulc mengerjakan limit menuju tak berhingga berbentuk lim 

x—)°° 

sebagai berikut. 

a. Jilca deraj at dari pembilang/(x) lebih besar daripada deraj at penyebut g(x), 
maka nilai lim adalah oo . 


/O) 

g(x) 


berlaku 


x —)°° 


g(x) 


b. Jilca derajat dari pembilang/(x) sama dengan derajat penyebut g(x), maka 
nilai lim adalah real. 


x—)°° 


g(x) 


c. Jilca derajat dari pembilang/(x) lebih kecil daripada derajat penyebut g(x), 
maka nilai lim adalah 0. 


x —)°° 


g(x) 


3. Limit berhingga 


x—>a 


Untulc mengerjakan limit menuju berhingga berbentuk lim /(x) berlaku sebagai 
berikut. 

a. Jika f(a) = C, maka nilai lim /(x) = C. 


x—>a 


C 


b. Jika/(«) = -7T-, maka nilai lim /(x) 

U x—>a 


— oo 


0 


c. Jika f[a) = , maka nilai lim /(x) = 0. 

^ x—>a 


0 


d. Jika j{a) = 77, maka nilai lim /(x) hams diubah lebih dahulu supaya 

U x—>a 

berbentuk a , b, atau c. 

Sifat-sifat limit 

Apabila k suatu konstanta,/ dan g adalah fungsi-fungsi yang mempunyai limit 
untulc x mendekati a , maka berlaku: 

a. lim f(x) = f(a) 

x—>a 

b. lim k = k 

x—>a 

c. lim k-f(x) = k- lim /(x) 


x—>a 


x—>a 


d. lim {/(x)±g(x)} = hm/(x)±hmg(x) 


x—>a 


x—>a 


x—>a 
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e- Hm {/(x)-g(x)} = lim/(x)-limg(x) 

x—>a x—>a x—>a 


f( Y) lim f{x) 

f. lim - — = -, lim g(x) * 0 

g(x) lim g(x) x ^ a 


g. lim (f(x))" = (lim /(x)) 

x—\x—>a / 



I. 

1. 





5 . 


Pilihlah salah satu jawaban yang paling tepat. 


Nilai lim \jx~ -9 adalah.... 

x —>5 

a. 2 

b. 3 

c. 4 

Nilai lim —— adalah.... 


x—>2 3 X 


a. 3 


b. 1 

c. 0 

Nilai lim 


2x -2 


X 


->1 x 1 


a. 0 

b. 1 

c. 2 

Nilai lim-' —- adalah.... 


x —)°° 


3 - x 


a. -2 

b. -1 

c. 0 

Nilai lim-—adalah.... 

x ^o° 2 + x 

a. -6 

b. -4 

c. 3 


d. 5 

e. 6 


1 

e * "3 

d. 4 

e. 6 


d. 

e. 


2 

3 

2 


d. 4 

e. 6 
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6. Nilai lim-Vx 2 + 2x - Vx 2 + x adalah.... 


7. 


8 . 


x—)°° 


a. - 


b. - 2 


c. 


1 


x 2 -9 
Nilai lim-— 

x->-3 x + 3 


a. 6 

b. 4 

c. -4 

Nilai lim 

x —>—2 

a. -5 

b. -2 

c. -1 


adalah 


x - x - 6 
x + 2 


adalah 


d. 1 
3 


e. 


d. -2 

e. -6 


d. 5 

e. 2 


9. Nilai lim^—*— adalah .... 

x ^o° 2 a — 1 

a. 2 

b. 1 

c. -1 

10. Nilai lim * ^ adalah.... 

x ^ 8 - 2 

a. 12 

b. 10 

c. 6 


d. 0 

e. -3 


d. 8 

e. 4 


11. Jika lim/(x) = 3, limg(x) = -5, dan 

x —^0 x —^0 


lim + 

adalah .... 

x —^0 

hyx) 

a 1 
a. 2 


d. 4 

b. 2 


e. 16 

c. 8 




12. Nilai lim 

x —>2 

a. 3 

b. 5 

c. 9 




— 8 x — 2x 


V 


x - 2 2x - 4 


\ 


/ 


d. 8 

e. °° 


lim h(x) 

x^O 


1 

2 ’ 


maka nilai dari 
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L_ 


13. Nilai lim 


4-x‘ 


x ^ 2 3-Vx 2 +5 


a. 3 

b. 4 

c. 5 

14. Nilai lim 


4x 


x ^° Vl + 2x - Vl-2x 


a. 2 

b. 1 

c. 0 


15. Nilai lim 

x —^1 


-V2jc-1 


JC — 1 


a. 1 
b - 7 


C. - 


1 


16. Nilai lim 


3 sin 5x 


>o sin 3x 


a. 

b. 

c. 


5 

3 

1 

2 


17. Nilai lim 


1-cosx 


x^o xsmx 


a. 


b. ~k 


2 

3 

1 

2 


c. 0 

18. Nilai lim 

x —^0 

a 1 

a. ^ 

b. -i- 

C I 

19. Nilai lim 

x—>0 


l-cos2x 


x 


tan x - sin x 


x 


a. 


1 


b. 1 

c. 4 


d. 6 

e. 7 


d. -1 

e. -2 


d. -1 

e. 0 


d. 3 

e. 5 


d. 

e. 



d. 1 

e. 2 


d. 2 

e. 6 
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20. Nilai lim 


1 - sin x 


x —>—71 x ^ 7C 


a. -2 

b. -1 

c. 1 


d. 0 

e. 2 


II. Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar. 


1. Hitunglah nilai limit berikut ini. 


a. lim 


x + x + 3 


x ^°° x — 5 

b. limV * 2 + 3x -x 


x—>°° 


2. Hitunglah nilai limit berikut ini. 


c. lim 


2 X + 5 


x^oo 2-3 


a. lim 


x - 3 


x +9 


b. lim 


3x + 2 


x ->-2 x + 2 

3. Hitunglah nilai limit berikut ini. 

r x — 4 
a. lim—=- 

x ^ 4 \Jx -2 


m—— 

- 2 X- 


3x + 2 


c. lim 


x 2 + x - 5 


^x -x + 4 


c. lim 


x -x 


X 


->o 2x 


t . f(x + h)-f(x) 

4. Hitunglah limit lim----- untuk/(x) berikut ini. 

a. /( x ) = 3x 

b. f(x) = x 2 

c. /x) - 2x 2 - 3 


5. Hitunglah nilai limit berikut ini. 

.. 2 tan 3 y 

a. lim— ; ——— 
sm2y 


b. lim 


cos 2 x 


, .. 1 -cosy 

d. lim-— 




x ^45 cosx-smx 


e. lim x sin— 

x —)°° x 


c. lim 


1 + cos 2 x 


*-1* cos x 
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Turunan Fungsi 

Penggunaan Konsep dan Aturan Turunan IZf 

Penggunaan Turunan untuk Menentukan Karakteristik Suatu Fungsi IZf 

Model Matematika dari Masalah yang Berkaitan dengan 0 

Ekstrim Fungsi 

Penyelesaian Model Matematika dari Masalah yang Berkaitan dengan 0 

Ekstrim Fungsi dan Penafsirannya 


Dengan bertambahnya jumlah penduduk, malca kebutuhan akan adanya perumahan 
juga bertambah. Peristiwa ini dikatakan bahwa laju jumlah penduduk sejalan dengan 
bertambahnya perumahan. Dalam kehidupan sehari-hari, kamu dapat menjumpai 
istilah-istilah laju penyebaran penyakit, laju kecepatan kendaraan, dan sebagainya. 
Kejadian-kejadian seperti ini dapat diselesaikan dengan turunan fungsi yang merupakan 
tahapan awal dari kalkulus diferensial. 

Dalam bab ini kamu akan mempelajari mengenai konsep turunan fungsi dalam 
pemecahan masalah. Dengan mempelajarinya, kamu akan dapat menggunakan konsep 
dan aturan turunan fungsi untuk menghitung dan menentukan karakteristik turunan 
fungsi, merancang model matematika dari masalah yang berkaitan dengan ekstrim 
fungsi, sekaligus menyelesaikan dan memberikan penafsirannya. 




























Peta 

Konsep 



Kata Kunci 


> 


diferensial 

turunan fungsi aljabar 
turunan fungsi trigonometri 

/ dy x 

turunan pertama () 


turunan kedua 


d 2 f(x) ^ 


V 


dx 2 


J 


gradien garis singgung 
fungsi naik 
fungsi turun 
nilai stasioner 
nilai maksimum 
nilai minimum 
titilc balik minimum 
titilc balik maksimum 













































Penggunaan Konsep dan Aturan Turunan 


1. Turunan Fungsi Aljabar 

a. Menghitung Limit Fungsi yang Mengarah ke Konsep Turunan 

Dari grafilc di bawah ini, diketahui fungsi y = f[x) pada interval k < x < k + h, 
sehingga nilai fungsi berubah dari J{k) sampai dengan j{k + h). 



Perubahan rata-rata nilai fungsi /terhadap x dalam interval k < x < k + h adalah 

f(k+h)-m_nk+h)-m 


(k + h)-k 


h 


. Jilca nilai k malcin kecil malca nilai 


lim + ^ — fV^)_ disebut j a j u perubahan nilai fungsi / pada x = k. Limit ini 

disebut turunan atau derivatif fungsi/pada x = k. 

lim + ^ — f( x ) disebut turunan fungsi/di x yang ditulis dengan notasi f'(x), 

sehingga kita peroleh rumus sebagai berikut: 


f\x) = lim 

J v 7 h^O 


f (x + h) — /(x) 
h 


Jilca nilai limitnya ada, fungsi/dikatakan diferensiabel di x dan /' disebut fungsi 
turunan dari/ Turunan dariy =/x) seringkali ditulis dengany '= f\x). Notasi dari 

y'= f\x) juga dapat ditulis: ^ dan ^ • 

Untulc lebih memahami tentang turunan, perhatikan contoh soal berikut. 

Contoh soal 

Tentukan turunan pertama dari: 

a. /x) = 8 c. fix) = + 5 


b. fix) = x — 2 


d- Ax) = X 
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Penyelesaian 

a. f{x) - 8 

f\x) = lim 

J V 7 h —>0 


/(x + h) - /(x) 
h 


b. 


r 8 " 8 

= lim—— = 0 

h^O n 

Jadi, turunan fungsi konstan adalah nol. 

fix) = x - 2 
f(x + h) = x + h - 2 
r , r /(x + /z)-/(x) 

/(*) = I'm—- 1 ' 


h^> 0 

= lim 

h —^0 


x + h — 2-(x-2) 

h 


x + h — 2 — x + 2 
= lim--- 

/z^o /z 

= lim = lim 1=1 

/? —>0 /z / z —>0 


c. y( x ) = + 5 

/(* + h) = (x + /z) 3 + 5 

= x 3 + 3 x 2 h + 3 xh 2 + /z 3 + 5 


/'« = 


lim 

/?^o 


lim 

/ z —>0 


lim 

/ z —>0 


/(x + /z)-/(x) 


h 


x J + 3x h + 3x/z + /z 3 + 5 ■— (x J 4- 5) 

h 

x 3 + 3 x 2 /z + 3x/z 2 + /z 3 + 5 — x 3 — 5 

h 


3x 2 /z + 3x/z 2 +/z 3 
= lim--- 

/z —>0 /z 

1 . h( 3x + 3x/z + h ) 
lim—---- 

/z —>0 /z 

— lim (3x + 3 xh + h 1 

/z —>0 V 7 

= 3x 2 + 3x • 0 + 0 2 
= 3x 2 + 0 + 0 = 3x 2 


d. Xx) = J- 


f (x + h) — f(x) 
f(x) = hm J v > Jy > 


h^> 0 


h 
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2 2 


lim 

/z —>0 

x + /z X 

h 


2x-2 (x + h) 

lim 

/?^o 

(x + h)x 

h 

lim 

/7 —>0 

2x-2x-2h 

hx(x + h ) 

lim 

/ z —>0 

-2 h 

hx(x + h) 

lim 

/z —>0 

-2 

x(x + h) 


-2 


x(x + 0) 


-2 




, f(x + h) — f (x) 

Dengan menggunakan rumus / (x) = lim---, lengkapilah tabel berikut. 


h^> 0 


fix) 

1 

X 

2 

X 

x 3 

4 

X 

x 5 

• • • 

x n 

fix) 

0 

1 

2x 

3x 2 

• • • 

• • • 

• • • 

nx n ~ x 


Dari tabel dapat dilihat bahwa jika/(x) = x } \ maka f\x) = nx n 1 , atau: 


jilca /(x) = ax n , maka f'(pc) = anx n 1 


Contoh soal 

Carilah /'(x) jilca diketahui fungsi berikut. 


a- fix) = iff 

b - fix) = ~2 

Ji 

Penyelesaian 

a- fix) = tfx 1 = x 3 

/'(*) = -|x 3 ' 



2 

3x 3 


c. f{x) = 4x 3 
2x 2 

d - Ax) - iFx 



b. fix) 



5 ■ x 2 



= 5 (-2) x- 2 - 1 


= -10 x 3 = 



c. fix) = 4x 3 

f'(x) = 4 ■ 3x 3 ~ 1 
= 12x 2 


d. fix) 



2x 2 

3x 2 



2 


f'(x) = 


1.3 J 
3 2 
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Latihan 8 . 1 ^) 


Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar. 

1. Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan menggunakan rumus f\x) = 
lim 

/z —>0 


f(x + h)-f(x) 
h 


a. fix) = 2 d. fix) = -^2 

b. f(x) = 2x - 5 e. f(x) = 2 Jx 


c. fix) = | 


2. Kerjalcan soal-soal di bawah ini dengan menggunakan rumus/(x)= x n mempunyai 
turunan f\x) = n x n ~\ 

a. fix) = -5x 6 d. fix) = -9 </C 

b. fix) = 3pr e. fix) = 

x X 

c - m ’~k 

3. Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar. 


a. Jilca/(x) = 4x 3 , tentukan /'(-1) 

b. Jikay(x) = tentukan /'(1) 


c. Jilca/(x) 

d. Jilca/(x) 



tentukan 2) 
, tentukan /'(4) 


4. Carilah /'(x) kemudian nilai fungsi turunan untulc nilai x yang diberikan. 

a. J{x) = 5x 2 , untulc x = -3 dan x = 1 

b. f(x) = 2x 3 , untulc x = -1 dan x = 2 

c. /(x) = , untulc x = -1 dan x = 1 

A 

d. /(x) = 2\[x , untuk x = 4 dan x = 9 


b. Menghitung Turunan Fungsi yang Sederhana dengan Menggunakan 
Definisi Turunan 

1) Turunan fungsi yang berbentuk y = u ±v 

Bila y = fix) = fix) + v(x) di mana turunan dari fix) adalah u'(x) dan turunan 
dari v(x) adalah v'(x), maka turunan dari fix) adalah f'(x) = u’(x) + v'(x). 
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Bukti: 

fix) = u(x) + v(x) 



Hm f(x + h) - f(x) 

/?—>0 h 


lim U ^ X + + v(x + h) - {u{x) + v(x)} 


/z —>0 


h 


lim u ( x + ^) - u (x) + v ( x + “ v(x) 


/z —>0 


h 


lim + ” u ( x ) + v ( x + - v(x) 


/z —>0 


h 


/z —>0 


h 


f'(x) = u'(x) + v'(x) 

Dengan cara yang sama, bisa dibuktikan bahwa bila/(x) = u(x) - v(x), malca 
f\x) = u\x) + v'(x). 

Jadi jilcay = u ±v, makay' = w'± v'. 

Agar lebih jelasnya, pelajarilah contoh soal berikut. 


Contoh soal 

Carilah /'(x)jika: 

a. y( x ) = 3x 2 + 7x c. y( x ) = 4x 3 — 5x + t|- 

A 

b. f{x) = -x 3 - 8x 2 d. y( x ) = 6x - V? + 3 

Penyelesaian 

a. /( x ) = 3x 2 + lx 

Misal: u = 3x 2 u ' = 3 • 2 • x 2 ~ 1 = 6x ! = 6x 

v = 7x v' = 7 • 1 • x 1 ~ 1 = 7x° = 7-1=7 

Jadi jilca/(x) = t/ + v, malca /'(x) = u f + v' = 6x + 7 

b. /{x) = — * 3 _ 8x 2 

Misal: it = -x 3 —> w' = -3x 3 ~ 1 = -3x 2 

v = 8x 2 v' = 8- 2-x 2_1 = 16 x 1 = 16x 
Jadi jika/(x) = u-v, malca f\x) = u' - v' = -3x 2 - 16x 

c. f[x) = 4x 3 - 5x + -^2 

Ji 

Misal: u = 4x 3 —> u r = 4• 3 x 3_ 1 = 12x 2 

v = 5x —> v'=5-lx 1_1 = 5x° = 5-1 = 5 

w = — = 3x -2 w' = 3 • (-2) • x _2 ~ 1 = —6x 3 = —j 

X X 
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Jadi jilca/(x) = u - v + w, maka /'(x) = u' -v' + w' 

= 12x 2 -5 + (^) 

= 12x 2 -5-4 


e. ./(x) = 6x- ^ + 3 

Misal: u = 6x —> u'= 6- lx 1-1 = 6 x° 


v 


3 rir 

= vx = 


X 


-> v' = |x 3 


4-1 


= 6 

- 3 x 


1 

3x3 


w = 3 —> w'= 0 

Jadi jika/(x) = w - v + w, maka /'(x) = w' - v' + w' 


= 6 - 


= 6 - 


3a/x 

2 

3a/x 


+ 0 



2) Turunan fungsi yang berbentuk y-uv 

Jilca y = /(x) = t/(x) • v(x), di mana turunan dari u(x) adalah u'(x) dan turunan dari 
v(x) adalah v'(x), maka turunan dari j{x) adalah f\x) = u'(x) • v(x) + u(x) • v'(x). 

Bukti: 

/(x) = u(x) • v(x) 


.. . r /(x + A)-/(x) 
/ (x) = lim—- / J w 

J h^o h 


- lim + ^ v ( x + ~~ w ( x ) * v ( x ) 


o 


h 


= lim 

o 


w(x + /*) • v(x + A) - w(x) • v(x) + t/(x + A) • v(x) - w(x + A) • v(x) 

h 


= lim 

/z —>0 


t/(x + A) • v(x + h) - u(x + h ) • v(x) + u(x + h ) • v(x) - u(x) • v(x) 

h 


= lim 

/z-> 0 


u{x + A) • {v(x + h) - v(x)} + v(x) • {u(x + h)~ u(x)} 

h 


. TX1 . v(x + /z)-v(x) u(x + h)-u(x) 

= lim u (x + h) lim —- { -— + lim v(x) lim—- j -— 

/z—> 0 h—¥ 0 h h—¥ 0 /? —>0 h 

f\x) = u'(x) • v'(x) + v(x) • u'(x) 

Jadi jilca y = u- v, maka j/ = m'v + mv' 
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Agar lebih jelas, pelajarilah contoh soal berikut. 

Contoh soal 


Carilah 4^- jika: 

v/A 

a. y = x(5x + 3) 

b. y = 3(2x + 1) x 2 

Penyelesaian 


c. 

d. 


y = (2x+ l)(x - 5) 
y = (x 2 - 7)(2x - 3) 


a. y = x(5x + 3) 

Cara 1: y = x (5x + 3) 

y = 5x 2 + 3x; malca y' = 5 • 2x 2 “ 1 + 3 • 1 x 1 ~ 1 

/= lOx 1 + 3 - x° 


/ = 10x + 3- 1 
y'= 10x + 3 atau 


£=lta + 3 

ax 


Cara 2: y = x (5x + 3) 
misal: u = x 


—> u' = 1 
v = 5x + 3 —> v' =5 + 0 = 5 
Jadijikaj = u-v, malca y' = u'v + uv' 

y f = 1 (5x + 3) +x (5) 
y'= 5x + 3 + 5x 

j/ = lOx + 3 atau 4^- = lOx + 3 

y = 3(2x + 1) x 2 
Cara 1: y = 3(2x + 1) x 2 

y = 6x 3 + 3x 2 , malca y r = 6• 3x 3 ~ 1 + 3 • 2 x 2 ~ 1 

- 18x 2 + 6x 

Cara 2: y = 3(2x + 1) x 2 = (2x + 1) 3x 2 
misal: u = 2x + 1 —> u f = 2 

v = 3x 2 —> v' = 3 • 2 x 2 ~ 1 = 6x 


c. 


Jadi jika y = u-v, maka y f =u'v + uv' 

y f = 2 • 3x 2 + (2x + 1) 6x 
y f = 6x 2 + 12x 2 + 6x 
y f = 18x 2 + 6x 

y = ( 2x + 1) (x - 5) 
misal: u = 2x + 1 —> w' = 2 

v = x - 5 —» v' = 1 

Jadi jika = t/-v, makaj/ = w'v + wv' 

= 2(x - 5) + (2x + 1)1 
— 2x — 10 + 2x + 1 
= 4x-9 
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d. y = (x 2 - 7)(2x - 3) 
u = x 2 + 7 -+ u f = 2x 

v = 2x - 3 -+ v' = 2 

Jadi jilca y = u-v , malca y' = 


i/' v + i/ v' 

2x (2x - 3) + (x 2 + 7)2 
4x 2 - 6x + 2x 2 + 14 
6 x 2 - 6x + 14 


Dengan cara yang sama didapat rumus: 

Untulc u dan v masing-masing fungsi x, u' turunan dari u dan v' turunan dari v dan k 
bilangan konstan maka berlaku sebagai berikut. 

y= u±v, maka y'=u'±v r 
y= ku, maka y r = k u r 
y = uv, maka y' = wV + t/v' 

y UV ~ UV 

y= f, maka y = —^— 
y= u n , maka y r = n- u n ~ l u' 


Untulc lebih jelasnya perhatikan contoh soal berikut ini. 

Contoh soal 


1 . 


Carilah turunan pertama dari: 


a. 


_ 3x-2 
^ 5x + 6 


b. 



x 2 + 2x 

x - 3 


2. Carilah turunan pertama dari: 

a. y = (x 3 - 3x) 2 

b. y = (2 + 5x 2 ) 5 


Penyelesaian 


1 . a. y = 


3x-2 


5x + 6 
misal: u 


v = 


3x - 2 —» 

5x + 6 —) 


Jilcay = maka y' 


u f = 3 
v' = 5 

uv — uv 3(5x + 6) — (3x — 2)5 


v 


(5x + 6) 


15x + 18 — 15x + 10 


(5x + 6) 


28 


(5x + 6) 
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' 1 ’ ^ r +- iJ '- 


L_ 





x 2 + 2x 
x - 3 


misal: u = x 2 + 2x —> u f = 2x + 2 

v = x - 3 —> v' = 1 


Jilcay = malca y' 


a. y = (x 3 - 3x) 2 


uv — uv (2x + 2)(x - 3) - (x 2 + 2x) • 1 
v 2 (x - 3) 2 

2x 2 - 6x + 2x - 6 - x 2 - 2x 
O - 3) 2 

x 2 — 6x — 6 
(x - 3) 2 


misal: u = x 3 - 3x —> w' = 3x 2 - 3 


Jilcay = w w , malca y f = n-u n 1 u f 

= 2(x 3 - 3x) 2 " 1 • (3x 2 - 3) 
= 2(x 3 - 3x) (3x 2 - 3) 

- 2(3x 5 - 3x 3 - 9x 3 + 9x) 
= 2(3x 5 - 12x 3 + 9x) 

= 6x 5 - 24x 3 + 18x 

b. y = (2 + 5x 2 ) 5 

misal : u = 2 + 5x 2 —> u f = lOx 
Jikay = u } \ maka y r = n u n ~ l u' 

= 5(2 + 5x 2 ) 5-1 • lOx 
= 50x(2 + 5x 2 ) 4 


(^ugaB Kelompok ^ 


Mm 


i£*:. 


Coba lcamu diskusikan dan buktikan teorema berilcut dengan kelompokmu. 


Jilca y = ~ malca y' 


u } v-uv } 


v 








«!■ 


Aturan Rantai untuk Mencari Turunan Fungsi 

Untulc mencari turunan dariy = (2x - 5) 2 , lebih dahulu harus menjabarlcan (2x - 5) 2 
menjadi 4x 2 - 20x + 25 kemudian menurunlcannya satu persatu. Tetapi lcamu belum 
bisa mencari turunan fungsi yang berbentuky = ^2 + x 2 . Untuk itu perlu dikembangkan 
telcnilc yang erat hubungannya dengan fungsi-fungsi majemulc yang telah lcita pelajari. 
Untuk lebih jelasnya, pelajarilah uraian berikut. 
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Jilca y =fo g sedemikian hinggay =f{g(x)) di mana/dan g adalah fungsi-fungsi yang 
mempunyai turunan, makayjuga mempunyai turunan sehingga: 


y' = f'igix)) ■ g’( x ) 


Dalam bentuk lain dapat diuraikan sebagai berikut. 
Misalnya z = g(x), malca g'(x) = ^ dan /'. g(x)) 

sehingga / = f'(g(x)) g'(x) 

dy_ = dy_ dz 
dx dz dx 


Jadi: 


dy_ _ dy_ dz_ 
dx dz dx 




Untuk lebih jelasnya perhatikan contoh soal berikut ini. 


Contoh soal 

Tentukan turunan pertama dari y = ( 2x 2 + 4x - 3) 10 . 


Penyelesaian 

dz 

Misal: z = 2x 2 + 4 - 3 -> 3 - = 4x + 4 

dx 


7 



—> 


dy 

dz 


= 10z 9 



dy dz 
dz dx 


10z 9 - (4x + 4) 


= 10(2x 2 + 4x - 3 ) 9 • (4x + 4) 


^Latihan 8 . 2 ^ 


Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar. 


1. Carilah turunan pertama dari: 

a. y = 3x 5 - 12x 3 + 5x 

b. y = 2x - 5x 2 + lx 5 

1 2 2 2,1 

c. y = -?x z - ~^x z + 3x 


2. Carilah turunan pertama dari: 

a. y = (x + 2) ( 2x - 7) 

b. y = (3x + 4) (5x - 2) 

c. y = (5x + 2) (x 2 - 3) 


n 
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Carilah turunan pertama dari: 


a. y = 


x — 5 
4x + 2 


c. 



x 2 +l 
1 — x 



2-5x 
x + 2 


4. Carilah turunan pertama dari: 

a. y = (2x + 3) 3 c. y = Vx 2 +5 

b. y = (2 - x) 5 


5. Carilah turunan fungsi-fungsi di bawah ini, kemudian carilah nilai fungsi turunan 
itu untulc nilai x yang diberikan. 


a. y = x 3 - 5x 2 + 3x + 4, untulc x = 2 

b . y = (2x + 5) (3x - 2), untulc x = -1 


c. y 


2 x + 6x 


, untulc x = 1 


3x-l 

d. y = (3x 2 + 2) 3 , untulc x = 2 


6 . Dengan aturan rantai carilah turunan pertama dari: 

a. y-(2x-l)’ c. y- j _\ x + 4 

b- y * VA " -5 


2. Turunan Fungsi Trigonometri 


Untuk menentukan turunan fungsi trigonometri dapat dicari sebagai berikut. 


f'(x) = lim 

J /z —>0 


f(x + h)-f(x) 
h 


Perhatilcan contoh soal berikut. 

Contoh soal 

1. Tentulcan turunan dari /(x) = sin x. 

Penyelesaian 

flyc) - sin x 

fipc + h) = sin (x + /z), malca 

f(x + h)-f(x) 


f'(x) = lim 

J h^O 


= lim 

h^O 


= lim 

h^> o 


h 

sin(x + h)~ sin x 
h 


Ingatll 


sin A-smB= 2 cos + B) • 

sin j (A - B) 

cos A - cos B = -2 sin j(A + B) • 

sin j (A - B) 


2 cos ^ (x + h + x) sin ^ (x + h - x) 


h 
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= lim 

o 


2 cos(x + h) sin ^ h 


h 


1 sini/z 

lim 2cos (x + 4rh) lim- 2 

h —^0 Z h ^>0 O 1 


2 -^ 


2 cosx 


= cos x 


2. Tentukan turunan dari/(x) = cos x. 

Penyelesaian 

j{x) = COS X 

/(x + /z) = cos (x + /z), malca: 

/ (x) = lim—- / J w 

_ J. cos(x + /z) - COS X 


/z —>0 


h 


r. . X + /z + X. X + /z 
-2 sm-~-sin- 

lim-^ 2 

h^O 


- X 


h 


~ . 2x + h . h 
-2 sm —~— sm # 


lim 

/? — 


h 


-2sin(x +A/z) sin 
lim-2. z > 


h 

2 


h-> 0 


h 


lim 

o 


-sin^x + -j/z 


sm 


1 

2 _ 

1 

2 

h 


•lim 

/z^O 


1 

2 


-sin (x + 0) • 1 -sin x 


i 


Ingat!! 




W'Tf > iff jfr 


A- 1 

cos A sec ^ 
sin 2 ^4 + cos 2 A = 1 


f T ugas Kelompok 




tiff m*< m 


i 

■4 


4 


/ 

B 


Buatlah kelasmu menjadi beberapa kelompok, buktikan: 

1. Jika y = tan x, maka y’ = sec 2 x 

2. Jika y = cot x, maka y f = -cosec 2 x 

3. Jikajy = sin u, makaj/ = u' cos u 

Setelah itu cocokkan dengan kelompok lain, adakan diskusi per kelompok. 


I 


t 
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Dengan cara yang sama didapat rumus sebagai berikut. 

1. Jikay = sinx, makay' = cos x 

2. Jilca y = cos x, malca y' = -sin x 

3. Jilca y = tan x, malca y ' = sec 2 x 

4. Jika y = cot x, maka y' = -cosec 2 x 

5. Jikay = sin U, malcay' = U f cos U 

6 . Jika y = sin" U, maka y' = n sin" ~ 1 U cos U f 

7. Jika y = sec x, maka y' = sec x tan x 

8 . Jika y = cosec x, maka y ' = cosec x cot x 


Contoh soal 


1. Tentukan turunan pertama fungsi berikut. 

a. fiyc) = sin 3x 

b. j{x) = 5 sin (-jx + 6) 

Penyelesaian 

a. f(x) = sin 3x 
f\x) = 3 cos 3x 

b. j{x) = 5sin(^-x + 6) 

f\x) = 5 • cos ( -j x + 6) 

- cos (-^-x + 6) 


2. Jilca y 


7 tan x, tentukan 



Penyelesaian 

_ 7 sin x 

y ~ 7 l an x cos x 

misal: t/ = 7sinx —> t/'=7cosx 

v = cosx —> v'= -sinx 


/ f 


uv-uv 



7 cos x • cos x - 7 sin x • (- sin x) 
cos 2 x 
7cos x + 7sm x 
cos 2 x 

7(cos 2 x + sin 2 x) 
cos 2 x 

7 7 2 
- 2 — = 7 sec 2 x 

COS X 


fcii% ■- 


Ingat!! 

Wyfi wm 


cos 2 A + sin 2 A = 1 


1 


cos ^4 


= sec A 


V. 


2/ 
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3. Carilah f'(x) dan nilai f\^n) jilca diketahui/(x) = * 2 secx. 


Penyelesaian 

fiyc) = x 2 sec x 

f'(x) = 2x sec x + x 2 sec x tan x 

/I 1 11 1 

/'(-j n) = 2 ■ -j n - sec -^71 + ( -j n) 2 ■ sec j n ■ tan 


= -J7C-2 + ^n 2 • 2 • V3 

= 4 71 + 


f Latihan g.3"). 


Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar. 

1. Carilah /'(x) dari fungsi-fungsi di bawah ini. 

a. X x ) = sin 2 x c. A x ) = 6 sin x + 2 

b. fiyc) = cos 2 x d. ftyc) = 2 cot x 


2 . 


Carilah f\x) dan nilai darifungsi f\x) dari: 

a. J{x) = 4 sin x - x 2 , untulc x = 

b. J{x) = 3x - cos x, untulc x = -j 


n 


c. J{x) = 4 tan x + x, untulc x = "g 

3. Carilah turunan pertama dari: 

a. y = sin 3x c. y = sin (2x + 3) 


b. y = cos 4x 

4. Carilah dari: 

ax 

1 

a. 7 = sm y~ 

b. y = cos x 2 

5. Carilah dari: 

ax 

a. y = cos 2 (3x - 2) 

b. 7 = sin 2 (2 - x) 


d. y = cos (3x - 2) 


c. j; 


d. y = 


smx 


cosx 


c. y = x 2 sin 3x 

d. y = x 2 cos 2x 



cos x 
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Penggunaan Turunan untuk Menentukan Karak- 
teristik Suatu Fungsi 


1. Persamaan Garis Singgung pada Kurva 

Perhatikan gambar berikut. 



Titilc P(x, y) adalah sembarang titilc pada kurva y =fi x )> sehingga koordinat titilc P 
dapat dituliskan sebagai (x,/(x)). Absis titilc Q adalah (x + h ) sehingga koordinat titilc Q 
adalah {(x + /z), (f[x + h)}. Jilca /z —> 0 9 malca S alcan menjadi garis singgung pada 
kurva di titilc P yaitu PS. Dengan demilcian gradien garis singgung pada kurva di titilc P 
adalah sebagai berikut. 

m - lim tan Z OPR 

/ z —>0 

li m /( x + /? )~/( x ) 

/z —>0 h 

= fix) 

Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut ini. 

Contoh soal 

1. Tentulcan gradien garis singgung dari fungsi/(x) = x 3 - 3x 2 di titilc (-2, -20). 

Penyelesaian 

fyc) = x 3 - 3x 2 
f\x) - 3x 2 - 6x 

/'(- 2 ) = 12 + 12 

= 24 

Jadi, gradien garis singgung/(x) = x 3 - 3x 2 di titilc (-2, -20) adalah m = 24. 

2. Jilca dilcetahui/(x) = 5 - Jx , tentulcan gradien garis singgung kurva tersebut di titilc 
yang ordinatnya 3. 
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Penyelesaian 

fix) = 5 -fc 

3 = 5 - fix 
Vx = 2 => x = 4 

f(x) = 5 - Vx = 5 - x 2 

fix) = - 4* 2 = 

Z Z X2 

" ’ r<4) ' ~ -i 


1 



Jadi, gradien garis singgung kurva fix) = 5 - yf di titik (4, 3) adalah m = --^. 

Persamaan garis singgung pada kurva di titik (x 1? y x ) dengan gradien m di mana 
m = f\x) adalah: 


y -y x = m{x-x j) 


Untulc lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut ini. 

Contoh soal 

Diketahui kurva fix) = ^ x 3 - 3x 2 . Tentukan persamaan garis singgung dari kurva 
tersebut yang mempunyai gradien -9. 

Penyelesaian 

fix) = -^-x 3 3x 2 

fix) = • 3x 2 — 3 - 2jc = x 2 - 6x 

m = f\x) 

-9 = x 2 - 6x 
x 2 6x + 9 =0 
(x - 3) 2 =0 
x = 3 

y = /3) 

= t • 3 3 — 3 - 3 2 
= 9-27 =-18 

Jadi, koordinat titik singgung (3, -18). 
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Maka persamaan garis singgungnya adalah: 

y-y, = m(x-x) 

7+18 = -9(x - 3) 
y + 18 — —9x + 27 
y = —9x + 9 
7 = ~9(x - 1) 


f Latihan g.4^) 


Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar. 

1. Tentukan gradien dan kemudian persamaan garis singgung setiap kurva berikut 
ini pada titilc yang diketahui. 

a. y = 3x di titilc (2, 6) 

b. y = -lx di titilc (1, -7) 

c. y = x 2 di titilc (3, 9) 

d. y = x 2 - 4x di titik (-1,6) 

e. y = x 3 - 3x 2 + 4 di titik (0, 4) 


2. Tentukan persamaan garis singgung pada kurva berikut ini. 
a. y = 4x 2 pada x =-l 


3. 


d. y = 4 pada x = 1 


b. y = 3x 2 - 5 pada x = 2 

c. y = x 3 pada x = 2 


e. y = 5Vx pada x = 4 


Tentukan persamaan garis singgung pada kurva berikut ini. 
a. y = 4x pada y = 8 d. y = x 2 - 2 pada y = 7 


b. y = -2x 2 pada y = - -j 


e. y 


= -L pada j = 4 
Vx 


c. y=yjx paday = 2 


4. a. Tentulcanlah koordinat titik pada kurva y = x 2 - 5, sehingga garis singgung 

kurva di titik itu mempunyai gradien 4. 
b. Tentukan pula persamaan garis singgung di titik itu. 

5. Carilah persamaan garis singgung pada kurvay = x 2 - 3x + 3, yang: 

a. tegalc lurus y = x + 6, 

b. sejajar 5x +y = 1. 
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2. Fungsi Naik dan Fungsi Turun 


a. Pengertian Fungsi Naik dan Fungsi Turun 


Perhatikan gambar di samping. 

Ax) = 9 - x 2 
f(x) = -2x 

1) Bila x < 0 maka f\x) > 0 (gradien di setiap 
titilc positif). Terlihat grafiknya naik, maka 
dikatakan fungsi naik. 

2) Bila x > 0 maka f\x) < 0 (gradien di setiap 
titilc negatif). Terlihat grafiknya menurun, 
maka dikatakan fungsi turun. 



b. Menentukan Interval Suatu Fungsi Naik atau Fungsi Turun 


Untulc menentukan interval fungsi /(x) naik adalah dengan menyelesaikan 
pertidaksamaan f\x) > 0. Demikian juga untulc menentukan interval fungsi/(x) 
turun adalah dengan menyelesaikan pertidaksamaan f'(x) < 0. 

Untulc lebih memahami, perhatikan contoh soal berikut. 

Contoh soal 


1. Tentulcan interval-interval dari fungsi/(x) = x 2 - 4x agar fungsi: 

a. naik, 

b. turun. 


Penyelesaian 

f(x) = x 2 - 4x => /'(x) = 2x - 4 

a. Syarat supaya fungsi naik adalah: 
fix) > 0 
2x - 4 >0 

2x > 4 2 




b. Syarat supaya fungsi turun adalah: 
/'(*) < 0 
2x - 4 <0 
2x < 4 
x < 2 



Ditentukan /(x) = ^-x 3 - 2x 2 - 5x + 10. Tentulcan interval agar: 


a. lcurva y = f{x) naik, 

b. lcurva y = /(x) turun. 


Penyelesaian 


a. f(x) = ^ x 3 2x 2 - 5x + 10 =^> /'(x) = x 2 - 4x - 5 
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L_ 


Syarat fungsi naik: 

/'(*) > 0 
x 2 - 4x - 5 >0 
(x + l)(x - 5) >0 
x + 1 = 0 a tau x - 5 = 0 
x = -1 atau x = 5 



-1 5 


Interval x agar kurva naik adalah x < -1 atau x > 5. 


b. Syarat fungsi turun 

fix) < 0 
x 2 - 4x - 5 <0 
(x + l)(x - 5) < 0 
x +1=0 atau x - 5 = 0 
x = -1 atau x = 5 



Interval x agar kurva turun adalah -1 < x < 5. 


c. Nilai Stasioner dan Jenisnya 

Perhatikan grafik berikut ini. 



a. Nilai stasioner pada A adalah/(Z?), jenisnya nilai balik minimum. 
Jenis nilai stasioner sebagai berikut. 


X 

b 

b 

b + 

fix) 

— 

0 

+ 

Jenis 

min 





b. Nilai stasioner pada O adalah/(0) jenisnya nilai belolc. 
Jenis nilai stasioner sebagai berikut. 


X 

0 “ 

0 

0 + 

fix) 

+ 

0 

+ 

Jenis 

belok 
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c. Nilai stasioner pada 5 adalah/(c) jenisnyanilaibalikmaksimum 
Jenis nilai stasioner sebagai berikut. 


X 

c 

c 

+ 

C 

fix) 

+ 

0 

— 

Jenis 

maks 





Catatan: 

b~ , 0~ dan c artinya kurang sedikit dari b , 0, c pada f\x). 
b + , 0 + dan c + artinya lebih sedikit dari b , 0, c pada f\x). 


Untuk lebih jelasnya, pelajarilah contoh soal berikut. 

Contoh soal 


1. Tentukan nilai stasioner dan jenisnya dari fungsi berikut. 

a. j\x) = x 3 -^x 2 + 6x 

b. /( x ) = + 9x 2 + 24x + 8 


Penyelesaian 


a. 


,/U) = 


i 


x 3 - 


A A 


x 2 + 6x 


=^> /'(x) = x 2 - 5x + 6 

Syarat mencapai nilai stasioner: f'(x ) = 0 
x 2 - 5x + 6 =0 
(x - 3)(x - 2) = 0 
x - 3 = 0 atau x - 2 = 0 

x = 3 atau x = 2 

x = 3 y =/(x) = 4-j 

x = 2 -> y =/(x) = 4 j 


Untuk x = 2 nilai stasioner adalah 4f jenisnya maksimum —> titilc stasioner 
maksimum(2, 4-|). 

Untuk x = 3 nilai stasioner adalah 4\ jenis minimum —> titilc stasioner 
minimum (2, 4y). 
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Untulc mengetahui jenisnya kita selidiki nilai fungsi di sekitar harga nol. 


X 

T~ 

2 

2 + 


3 

3 + 

x - 2 

— 

0 

+ 

+ 

+ 

+ 

x - 3 

— 

— 

— 

— 

0 

+ 

/(*) 

+ 

0 

— 

— 

0 

+ 

Bentulc 

grafik 

/~\ 

\y 


b. f(x) = x 3 + 9x 2 + 24x + 8 => f\x) = 3x 2 + 1 8x + 24 
Syarat mencapai stasioner: f'(x) = 0 
3x 2 + 18x + 24 =0 
3(x 2 + 6x + 8) =0 
3(x + 4)(x + 2) = 0 
x = -4 atau x = -2 

= -2 => y=fix) = - 12 

• = -4 => j=/x) =32 

• Untulc x = -2 nilai stasioner adalah -12 jenisnya belolc ^ titilc belolc 

(- 2 ,- 12 ). 

• Untulc x = —4 nilai stasioner adalah 3 2 j enisnya maksimum titilc stasioner 

malcsimum (-4, 32). 

Untulc mengetahui jenisnya kita selidiki nilai fungsi di sekitar harga nol. 


X 

-4" 

-4 

-4 + 

-2” 

-2 

-2 + 

x + 2 

— 

— 

— 

— 

0 

— 

x + 4 

— 

0 

+ 

+ 

+ 

+ 

f(x) 

+ 

0 

— 

— 

+ 

— 

Bentulc 

gambar 




Dilcetahui fungsi y = ax 3 + bx 2 dengan a dan b lconstan, memililci titilc stasioner 
pada titilc (1,-1). Tentulcan nilai a dan b. 

Penyelesaian 

y - ax 3 + bx 2 
Syarat stasioner y f = 0 
y - ax 3 + bx 2 
y = 3ax 2 + 2bx 
0 = 3 ax 2 + 2bx 
titilc stasioner (1,-1) 
berarti x = l,y = -1 
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( 1 ) 


3 ax 2 + 2 bx = 0 
3 a- l 2 + 2&. 1 =0 

3a + 2b = 0 . 

y = ax 3 + bx 2 
-1 = a- l 3 + &. I 2 
-1 = a + b . (2) 


Dari persamaan (1) 

3a + 2b = 0 
a + b = -1 

3a + 2b = 0 

2a + 2b = -2 

a + 0 =2 
a =2 


dan (2) diperoleh: 

I X 1 I 

x2 


a = 2 disubstitusikan ke persamaan (2) 
a + b = —1 
2 + b = -1 
b = -3 


^Latihan 8 . 5 ^) 


Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar. 

1. Tentukan interval agar fungsi berikut ini nailc. 

a. y = x 2 + 5x - 4 

b. y = 6 + 4x - x 2 

c. y = x 3 + 3x 2 + 5 


d. v = 


y = \x 3 - -y x 2 + 2x + 2 


2. Tentukan interval agar fungsi berikut ini turun. 

a. ^ = 2x 2 - 8x + 3 

b. y = 1 + 9x - 3x 2 

c. y = 2x 3 + x 2 - 4x + 1 

d. v = ^ x 3 2x 2 - 5x + 6 


3. Tunjukkan bahwa fungsi berikut selalu nailc. 

a. J{x) = x 3 - 6x 2 + 20x + 1 

b. fx) = x 3 + 2x 2 + 4x + 9 
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4. Tentukan nilai-nilai stasioner dan tentukan pula jenisnya fungsi-fungsi berikut 
ini. 

a. fix) = x 3 - 3x 


1 


b. j{x) = x 3 + 


-jx 2 - 6x + 2 


3. Menggambar Grafik Fungsi Aljabar 

Langkah-langkah dalam menggambar grafik suatu fungsi aljabar atau suatu lcurva 
sebagai berikut. 

a. Menentukan titik potong dengan sumbu-sumbu 
koordinat (sumbu X dan sumbu Y). 

b. Menentukan titik-titik stasioner dan jenisnya (titik 
balilc minimum, titik balilc maksimum, dan titik 
belolc). 

c. Menentukan nilai y untuk x besar positif dan untuk 
x besar negatif. 

Untuk lebih memahami cara menggambar grafik 
fungsi aljabar, perhatikan contoh soal berikut. 

Contoh soal 

1. Gambarlah grafik lcurva y = 3x 2 - x 3 . 

Penyelesaian 

a. Titik potong lcurva dengan sumbu X, dipenuhi bilay = 0, malca diperoleh: 

3x 2 - x 3 = 0 
x 2 (3 - x) = 0 

x = x 2 = 0 atau 3 - x =0 

x 3 — 3 

Jadi, titik potong dengan sumbu X adalah (0, 0) dan (3, 0). 

Titik potong kurva dengan sumbu Y, dipenuhi bilax = 0, maka diperoleh: 

y = 3x 2 - x 2 
= 30-0 
= 0 

Jadi, titik potong dengan sumbu Y adalah (0, 0). 

b. Mencari titik-titik stasioner, syarat f\x) = 0 

y - 3x 2 - x 3 

y' = o 

6x - 3x 2 = 0 
3x (2 - x) =0 
x = 0 atau x = 2 


Ingat!! 

f\x) = ax 2 + bx + c 

a > 0 dan D < 0 maka 
f\x) definit positif atau 

fix) > 0 
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Untulc x = 0 —> y = 0 dan untulc x = 2 —> y = 4. 



x = 0 

x = 2 


+ 

o 

o 

i 

o 

2' 2 T 

y 

- 0 + 

+ 0 - 

Bentuk 

grafik 

V...... x 

, " \ i 


Jadi, titilc (0,0) merupakan titilc balik minimum dan (2,4) merupakan titilc balik 
maksimum. 

c. Untulc x besar positif, maka y = besar negatif. 

Untuk x besar negatif, maka y = besar positif. 

Sehingga grafiknya terlihat seperti gambar berikut. 



2. Gambarlah grafik lcurva y = x 4 - 4x 3 . 

Penyelesaian 

a. Titik potong kurva dengan sumbu X, dipenuhi bila y = 0, maka diperoleh: 

x 4 - 4x 3 = 0 
x 3 (x - 4) = 0 
x = 0 atau x = 4 

Jadi, titik potong dengan sumbu X adalah (0, 0) dan (4, 0). 

Titik potong kurva dengan sumbu Y, dipenuhi bilax = 0, maka diperoleh: 

y = x 4 - 4x 3 
y = 0 4 - 4 • 0 3 

= 0 

Jadi, titik potong dengan sumbu Y adalah (0, 0). 

b. Titik stasioner, syarat f\x) = 0 

f = x 4 - 4x 3 

/'(*) = o 

4x 3 - 12x 2 = 0 
4x 2 (x — 3) — 0 
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Untukx = Odipenuhi: y = 0 4 - 4 0 3 = 0 =^> (0,0) 

Untukx = 3 dipenuhi: y = 3 4 - 4 • 3 3 

= 3 3 (3 - 4) 

= -27 => (3,-27) 



x = 0 

x = 3 


+ 

o 

o 

i 

o 

3~ 3 T 

f 

y 

0 

- 0 + 

Bentuk 

grafik 


\./ 1 


Titik (0,0) merupakan titik belok horizontal dan titilc (3, -27) adalah merapakan titilc 
balik maksimum. 


c. 


Untuk x besar positif, malca y = besar positif. 



Untuk x besar negatif, maka y = besar 
positif. Maka grafiknya seperti tampak 
pada gambar di samping. 


^ Latihan 


«•«> 


Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar. 
Gambarlah grafik kurva-kurva berikut ini. 

1. y = 2x 2 6. y = x 3 - 6x 2 + 9x 


2. y = 4-x 2 

3. y = x 2 -2x 

4. j = x 3 

5. j = x 3 - 3x 


7. y = x (x - 2) (x + 3) 

8. y = 25x- 10x 2 + x 3 

9. y = x (x + l) 2 

10. y = 3x 5 - 5x 2 
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O Merancang Model Matematika dari Masalah yang 
Berkaitan dengan Ekstrim Fungs 

1. Nilai Maksimum dan Minimum Suatu Fungsi dalam Interval 
Tertutup 

Untulc menentukan nilai maksimum dan minimum fungsi dalam interval tertutup 
dilakukan dengan langkah-langkah sebagai berikut. 

a. Menentukan nilai fungsi pada batas interval. 

b. Menentukan nilai stasioner apabila stationer dicapai pada x di dalam interval, 

c. Menentukan nilai minimum dan maksimum berdasarkan hasil dari (a) dan (b). 

Untulc lebih memahami, perhatikan contoh berikut. 

Contoh soal 

1. Tentukan nilai maksimum dan minimum untulc fungsi/(x) = 6x 2 - x 3 pada interval 

-1 < x < 3. 

Penyelesaian 

Fungsi j{x) = 6x 2 - x 3 pada interval -1 < x < 3. 

Nilai fungsi pada batas interval: 

f{-\) = 6 (-1) 2 - (-1) 3 = 6 + 1=7 
ft 3) = 6 (3) 2 - (3) 3 = 54 - 27 = 27 

Nilai stasioner fungsi: 

/'(x) - 12x - 3x 2 => 12x - 3x 2 = 0 

3x (4 - x) =0 
x = 0 atau x = 4 

x = 0 di dalam interval (dicari nilai fungsinya) 
x = 4 di luar interval (tidak dicari nilai fungsinya) 

m = 6 ( 0) 2 - ( 0) 3 = 0 

Diperoleh^-l) = l,fi2) = 16./3) = 27. 

Jadi, nilai maksimum adalah 27 dan nilai minimum adalah 0. 

2. Tentukan nilai maksimum dan minimum untulc fungsi/(x) = 2x - x 2 pada interval 

{x | -1 < x < 2}. 

Penyelesaian 

Nilai fungsi pada batas interval. 

A- 1) = 2(-l) - (-1) 2 = -2 - 1 = -3 
fi2) = 2(2)- (2) 2 =4-4 = 0 
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Nilai stasioner apabila f\x) = 0 

f'(x) = 2 - 2x 
0 = 2 - 2x 

2x = 2 
x = 1 

Untuk x = 1 -> XI) = 2-1 — 1=2—1 = 1 

Jadi, nilai maksimum fungsi adalah 1 dan nilai minimum fungsi adalah -3. 

2. Penggunaan Nilai Maksimum dan Minimum 

Soal-soal cerita atau persoalan yang sering dijumpai dalam kehidupan sehari-hari 
dapat diselesaikan dengan menggunakan stasioner yaitu nilai maksimum dan minimum. 
Perhatikan contoh soal berikut ini. 

Contoh soal 

1. Sebuah bola dilempar vertikal ke atas. Dalam waktu t detilc ketinggian yang dicapai 
oleh bola dengan persamaan h(t) = 36 1 - 91 2 . 

a. Tentukan waktu (t) yang diperlukan sehingga tinggi bola maksimum. 

b. Tentukan tinggi maksimum yang dicapai bola itu. 

Penyelesaian 

a. h(t) = 12t - 9? 
h'(t) = 72 - 18t 

Agar mencapai maksimum maka h '(*) = 0 

h'(i) = 12-m 
0 = 72-18* 

18* = 72 

* = yg- = 4 detilc 

b. Tinggi maksimum yang dicapai bola itu adalah: 

h{i)= 12t-9t 2 
= 72-4-9-4 2 
= 72-4-9- 16 
= 288 - 144 = 144 meter 

2. Kita akan membuat kotalc tanpa tutup dari sehelai lcarton yang berbentuk bujur 
sangkar (persegi) dengan rusuk = 20 cm, dengan jalan memo tong bujur sangkar 
kecil pada keempat sudutnya, tentukan ulcuran lcotak supaya isinya sebanyak- 
banyaknya. 

Penyelesaian 

Masalah di atas dapat dituangkan dalam gambar. Misalkan potongan persegi pada 
sudutnya adalah x cm. Maka ulcuran kotalc yang akan dibuat adalah: 
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X 



panjang = (20 - 2x) 
lebar (20 - 2x) 
tinggi x cm 


Sehingga volum kotalc: 

Volume (20 2x)(20 - 2x) x cm 3 

= 400x - 8Ox 2 + 4x 3 cm 3 


Terdapat suatu fungsi x dari volume kotak: 
v(x) = 400x - 80x 2 + 4x 3 

Supaya kotak tersebut mempunyai volume yang maksimum, maka: 

v'(x) = 0 
400- 160x+ 12x 2 = 0 
12x 2 - 160x + 400 =0 
3x 2 - 40x + 100 =0 
(3x - 10) (x - 10) = 0 
3x - 10 =0 atau x - 10 =0 

10 in 

X = ~T~ X = 10 


Untukx = 10, maka v (0) = 0, mendapatkan titik (10, 0) merupakan titik balik 
minimum. Sehingga titik ini tidak memenuhi, karena yang diminta adalah volume 
maksimum. 


Untuk x = maka v (-y-) ^000 men( j a p a tkan titik (y-, ^ 27 ^ ) 

menunjukkan titik balik maksimum, sehingga supaya volume kotak yang dibuat 
maksimum dicapai bilax = W -. Atau dengan kata lain: karton tersebut dipotong 


10 


pada keempat sudutnya dengan bentuk bujur sangkar dengan sisi ^ 
ukuran kotaknya adalah: 


cm. Jadi 


10 


panjang (20 - 2 • y) cm 
lebar = panjang 
tinggi kotak = ^ cm 


40 


cm 


Latihan 8.7 

Kerjakan soal-soal dibawah ini dengan benar. 

1. Tentukan nilai maksimum dan minimum dari fungsi/(x) = 2x - x 3 pada interval 

{x | 1 < x < 2}. 

2. Tentukan nilai maksimum dan minimum dari /(x) = 2x 2 - 8x pada interval -1 < x < 4. 
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3. Tentukan nilai maksimum dan minimum pada interval tertutup [1,5] untuk fungsi 
fix) =x + fi. 

4. Suatu lcolam ilcan dipagari lcawat berduri, pagar lcawat yang tersedia panj angnya 
400 m dan kolam berbentuk persegi panjang. Tentukan ukuran lcolam agar terdapat 
luas yang maksimum dan berapa luas maksimum itu. 

5. Jumlah dua bilangan adalah 20, hasil kalinya p. Tentukan hasil kali yang terbesar. 


0 Penyelesaian Model Matematika Masalah yang Ber- 
kaitan dengan Ekstrim Fungsi dan Penafsirannya 


1. Turunan Kedua Suatu Fungsi 

Turunan pertama fungsi y =fix) adalah f'(x) = ^ ’ se( iangkan turunan kedua 

ditulis /"(x) = — ^ dan turunan ketiga ditulis /"'(x) = —dan seterusnya. 


dx 2 


Perhatikan contoh soal berikut ini. 


dx 3 


Contoh soal 


1. Tentukan 


d 2 f 

dx 2 


dari fungsi J{x) = x 3 - 5x 2 + 7. 


Penyelesaian 

f{x) = x 3 - 5x 2 + 7 

- 7 — = 3x 2 - 5 • 2x = 3x 2 - 1 Ox 
dx 

d 2 f (x) 

\ ’ = 3 • 2x - 10* 1 = 6 x - 10 

dx 2 



1 2 

Tentukan turunan kedua dari y = ^x 4 + -j x 3 - 5x 2 + 6 . 

Penyelesaian 


y 



5x 2 + 6 


dy 

dx 


T 4x 3 + | • 3x 2 - 5 • 2x + 0 
2x 3 + 2x 2 - lOx 


d 2 y 

-r~ = 2-3x 2 + 2-2x- 10 = 6 x 2 + 4x - 10 
dx 2 
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2. Menentukan Nilai Kecepatan dan Percepatan 

Apabila diketahui fungsi y =f[x ), maka turunan pertama dapat ditulis y f = 


f'(x) sering juga ditulis dany'sering ditulis ^ . 


ds 


Apabila diketahui s = /(7), maka turunan pertama dari s ditulis = f\t) = 

lim ^ + — fiQ.. ds merupakan besar kecepatan sesaat untulc setiap saat, atau 

h dt 

ds dv d 2 s j. dv 


h^O 

ditulis v = 
saat. 


dt 


atau a = 


-jj = “7y, di mana merupakan besarnya percepatan setiap 

Ci L 


Untuk memahami lebih jauh tentang nilai kecepatan dan percepatan, perhatikan 
contoh berikut. 


Contoh soal 

1. Jilca suatu benda yang bergerak ditunjukkan oleh rumus s = lOt + 5t 2 , dengan 

h—> o h 

a. kecepatan pada setiap saat, 

b. percepatan pada setiap saat. 

Penyelesaian 

a. s= 10^ + 5 1 2 , 


ds 

v= ^t 


h m f(L + h )-m 


h-> o 


lim 

h^> 0 


lim 

h^> 0 


lim 

h^O 


lim 

h^O 


h 


{1 0(7 + h ) + 5(7 + h) 2 } — (1 Ck + 5t 2 ) 

h 

(1 Ot +1 Oh + 5t 2 +1 0th + 5h 2 )-(\0t + 5 1 2 ) 

h 

10* + 10/z + 5 1 2 +10 th + 5h 2 -10 1- 5 1 2 

h 

\0h + \0th + 5h 2 
h 


.. h(l 0 +10^ + 5/z) 
lim—— 


h^O 


h 


lim \0 + \0t + 5h 

o 

— 10 + 10^ + 5-0 
= 10 + 10 1 

Jadi, kecepatan pada setiap saat = 10 + 10 t. 
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L_ 


v — 10 + 10^ 


a = 


dv 

dt 


= lim 

/z —>0 

= lim 

h —^0 

= lim 

/z —>0 

= lim 


f(t + hy - /(o 

h 

{10 + 10 (t + h )}~(10 + 100 

h 

10 + 10 ^ + 10 ^ — 10 — 10 / 


h 


10 h 


/z —>0 h 

= lim 10 = 10 

/z —>0 

Jadi, percepatan pada setiap saat =10. 


2. Ditentukan j aralc s meter yang ditempuh dalam waktu t detilc oleh benda yang j atuh 
dinyatakan oleh rumus s = At 2 . 

a. Hitunglah kecepatan jatuhnya benda pada saat t = 5 detilc. 

b. Tentukan pula percepatannya. 


Penyelesaian 

a. s = At 2 

ds Q . 

v = at 

Kecepatan pada t = 5 detilc adalah: 
v = 8 1 

= 8 • 5 = 40 m/det 


u dv o 

b - a = dt = 8 

Jadi, percepatan pada £ = 5 detik adalah 8 m/detilc 2 . 


3. Jarak 5 meter yang ditempuh dalam waktu t detik yang dinyatakan dengan rumus 
s = 3t 2 - 6t + 5. 

a. Hitunglah kecepatan pada saat t = 3. 

b. Tentukan percepatannya pada waktu yang sama. 

Penyelesaian 

a. s = ?>t 2 -6t + 5 

Kecepatan pada ^ = 3 detik adalah: 
v = 6't - 6 

= 6-3-6 = 12 m/det 



Jadi, percepatan pada £ = 3 detik adalah a = 6 m/detilc 2 . 
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Teorema L'Hopital 


Penggunaan turunan untulc menghitung bentuk-bentulc talc tentu limit fungsi dikenal 
sebagai Teorema L'Hopital. Misal f(x) dan g(x) adalah fungsi-fungsi yang diferensiabel. 

Jika g' ^ 0 untulc setiap x ^ a dan j ilea lim mempunyai bentulc — atau — pada x = 

g( x ) 0 

a malca: 


oo 


/(x) v fix) A fix) A 

lim-= lim—--, dengan catatan lim—-- ada 

gi x ) g'(x) g'(x) 


f\x) 

Apabila lim— - masih mempunyai bentulc tak tentu. Diteruskan dengan menggunakan 


x — 


gW 


f (x) f( x ) 

turunanlcedua lim-= lim—— =... danseterusnya. Sehinggadiperolehnilailimitnya. 

gi x ) x ^ a g i x ) 

Contoh soal 

Hitunglah limit berilcut menggunakan teorema L'Hopital. 


a. lim 


sin5x 


x 


b. lim 


x7 -1 


x — 1 


Penyelesaian 


sin5x 
a. lim- 

x ~>° x 


5cos5x 
- lim- 

x —>0 


cos5x 
- 5 lim- 

x —>0 | 


= 5 


cosO 


5-1 

1 


= 5 


, x7-l _ lx _ 7-1 

d. lim- - lim— - - 


X 


->! X — I 


x —> 1 ] 


1 
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Latihan 8.8 

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar. 

1. Jaralc suatu benda yang bergerak dinyatakan dengan s = 2t 2 - 3, s dalam meter 
dan t dalam detilc. 

a. Carilah kecepatannya pada t = 5 detilc. 

b. Carilah percepatannya pada t= 5 detilc 

2. Sebuah benda bergerak menurut lintasan sepanjang s meter pada waktu t detik 
dan dirumuskan dengan s = t 3 - 6t. 

a. Carilah besarnya lcecepatan dan percepatan benda sebagai fungsi t. 

b. Hitunglah besarnya lcecepatan dan percepatan benda pada saat t = 2 detik. 

3. Sebuah benda bergerak sepanjang garis luras dirumuskan s = 16 - 2t 2 + 1 3 dimana 
s dalam meter dan t dalam detik. Tentulcan nilai berilcut: 

a. panjang lintasan pada t = 2 dan t = 4, 

b. rumus lcecepatan dan percepatan, 

c. lcecepatan pada t = 2 dan percepatan pada t = 3, 

d. kecepatan pada waktu percepatannya = 0. 

4. Sebuah benda diluncurlcan Ice bawah pada suatu permulcaan yang miring dengan 
persamaan geralc s = t 3 - 6t 2 + 12 1+ 1. Tentulcan waktu yang dibutuhkan agar 
percepatan benda 48 m/det 2 . 

5. Dengan teorema L'Hopital hitunglah limit-limit fungsi berilcut. 

.. x + 3 1 2-2cos2x 

a. lim —- b. lim--- 

x^-3 x —9 x X 2 


D 



1. Jika dilcetahui fungsi/(x), maka turunan pertamanya didefinisikan: 

. .. f(x + h)-f(x) 

f'(x) = lim—- ; J w 

2. Turunan dari fix) = x n , adalah f'(x) = n x n ~ l , n e R. 
f(x) = ax } \ adalah f\x) = a n x n ~ \ a konstan, n e R 

3. Jika lcurvay =f[x ), maka gradien garis singgung lcurva tersebut di x = a adalah. 

x .. f(a + h)-f(a ) 
f\a ) = lim—- / J w 

J h^o h 

Persamaan garis singgung dari kurvay = A X ) melalui (x , y ) adalah: 

(y ~ y Y ) = m(x - x { ) atau (y-y x ) = f(x^ (x ~ xj 
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Rumus-rumus turunan fungsi aljabar: 

a. Jilca y = u + v, makay' = u' + v' 

b. Jilca y = u - v, malca y f =u f —v f 

c. Jikay = t/v, makay'^ mV + uv' 

/ / 


u uv — uv 

d. Jilca y = —, malca- 

e. Jilca y = u'\ malca= n u n ~ l u\ di mana u =j{x ) 


5. Turunan fungsi trigonometri 

a. Jikaj = sin x, makaj/ = cos x 

b. Jilca y cos x, maka y f -sin x 

6 . Fungsi /(x) dilcatalcan nailc jilca f\x) > 0, dan fungsi/(x) dilcatalcan turun jilca 

fix) < 0. 

7. Fungsi/jx) dilcatalcan stasioner jilca f\x) = 0 
Jenis titilc stasioner ada 3 yaitu: 

a. titilc balilc maksimum, 

b. titilc balilc minimum, dan 

c. titik belolc horizontal. 


8. Untulc menggambar grafilcy =f{x) dapat dilalculcan dengan cara sebagai berilcut. 

a. Menentulcan titik-titik potong grafik fungsi dengan sumbu-sumbu koordinat. 

b. Menentulcan titik-titik stasioner dan jenisnya. 

c. Menentulcan titik-titik bantu (menentulcan nilai y untulc x besar positif dan 
untulc x besar negatif). 


9. Turunan lcedua dari suatu fungsi y = /(x) adalah turunan dari turunan pertama 
dan diberi lambang: 


y"=f"(x) 



dV 

dx 2 


10. Dari suatu lintasan s maka berlaku: 

ds 


kecepatan = v = , 

d 2 s 


percepatan = a = 


dv 


dt 2 dt 
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/. Pilih salah satu jawaban yang paling tepat. 


1. Jilca diketahui/(x) = 3x 3 - 2x 2 - 5x + 8, nilai dari /'(2) adalah .... 

d. 33 

e. 49 


6 . 


a. 13 

b. 21 

c. 23 


2. Turunan dari/(x) = 2-Jx a d a l a h /'(x) 


a. 


b. 


c. 


-3 

X-sfx 

-3 

2x-sfx 

-3 

4xVx 


d. 


e. 


Xs/X 

6 

Xs/x 


3. Diketahui fungsi h(x) = x 2 + 3x, maka /z(z + 0 _ ^(0 adalah 

d. t 2 + 3t 

e. t 2 + 5t 


a. 2/ + 3 

b. 2^ + 4 

c. 5 1 2 


4. Rumus untulc /'(x) jika /(x) 

a. 1 - x 

b. 1 - 2x 

c. 1 - 2x 3 


x - x 2 adalah .... 

d. x 2 - x 3 

e. x - 2x 2 


5. Fungsi /(x) = x 3 - 6x 2 + 9x + 2 turun untulc .... 

d. 0 < x < 2 

e. 1 < x < 2 


a. 2 < x < 6 

b. 1 <x < 4 
e. 1 < x < 3 


dari f[x) = x 2 
3 < x < 


■x 2 


2 

-2 < x < 3 
: < -2 atau 


12 x + 10 nailc untulc interval . 

d. x < 2 atau x > -3 

e. x < -3 atau 


x > -2 


x > 3 


7. Grafilc fungsi/(x) = x (6 - x) 2 alcan nailc dalam interval 


a. x < 0 atau x > 6 

b. 0 < x < 6 

e. x < 2 ataux > 6 


d. x > 6 

e. x < 6 
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8. Fungsi/yang dirumuskan dengan/(x) = x 3 - 6x 2 + 9x + 2 turun pada interval .... 

a. -l<x<2 d. l<x<0 

b. -2 < x < 1 e. 1 < x < 4 

e. 1 < x < 3 


9. Titik-titik stasioner dari lcurva y = x 3 - 3x 2 - 9x + 10 adalah 

a. (-1, 15) dan (3, -17) d. (1, -1) dan (3, -17) 

b. (-1, 15) dan (-3, -17) e. (3, -17) dan (-2, 8) 

c. (1,-1) dan (-3,-17) 


10. Persamaan garis singgung lcurva y = x 2 - 4x di titilc yang absisnya 1 adalah 

a. x - y - 2 = 0 d. x + 2y + 1 = 0 

b. x+y + 2 = 0 e. 2x - 2y + 1 = 0 

c. 2x + y + 1 =0 


11. Persamaan garis singgung lcurva y = x 2 - 4 yang tegalc lurus garis x - 2y + 4 = 0 adalah . 

a. 2x + y + 5 = 0 d. x+y + 2 = 0 

b. x + 2y + 5 = 0 e. 2x - y - 5 = 0 

c. x - 2y - 5 = 0 


12. Turunan dari /(x) 

a. 2 cos 5x 

b. 10 cos 5x 

c. -10 cos 5x 


2 sin 5x adalah f\x) = .... 

d. 5 cos 5x 

e. -2 cos 5x 


13. Jilca/(x) = sin 2 x, maka nilai x yang memenuhi f\x) 


a. 7i 


u 71 

b - 3 


A 71 
d * 6 


e. 


JL 

12 


c. 


n 


K 


14. Jika/(x) = 2 sin x + cos x, maka /'(y) 

d. -2 

e. 


a. -1 

b. 2 


0 


c. 1 

15. Jilca v = cos —, maka 

J x dx 


a. -3 sm — 
x 


d. - 


b. 


c. 


2 • 3 

-4- sm — 

3 x 

3 • 3 

— sm — 

x 2 x 


3 • 3 

— sm — 

x 2 x 

2 • 3 

e. sm — 

3 x 


1 

2 


adalah 
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16. Fungsi/(x) yang ditentukan oleh fx) = (x 3 - l) 2 dalam interval -1 < x < 1 mempunyai 
nilai minimum dan maksimum berturut-turut adalah .... 

a. -4 dan 0 d. 0dan2 

b. -1 dan 2 e. 0 dan 4 

c. 2 dan 4 

17. Fungsi/(x) yang ditentukan oleh/(x) = x 3 + ax 2 + 9x - 8 mempunyai nilai stasioner 
untulc x = 1. Nilai a adalah .... 

a. -6 d. 2 

b. -4 e. 4 

c. -2 

18. Nilai maksimum dari y = x 3 - 3x + 2, pada interval -2 < x < 2 adalah .... 

a. 6 d. 3 

b. 5 e. 2 

c. 4 

19. Jumlah dua bilangan x dan y adalah 96. Jilca x 3 y maksimum maka nilai x adalah .... 

a. 30 d. 20 

b. 25 e. 15 

c. 24 

20. Diketahui keliling suatu persegi panjang (2x + 20) cm dan lebamya (8 - x) cm. Agar 
luas persegi panjang maksimum maka panjangnya adalah .... 


a. 

3 cm 

c. 

4 cm 

b. 

3 -j cm 

d. 

9 cm 

c. 

10 cm 




II. Kerjakan soal-soal berikut ini dengan benar. 

1. Tentukan turunan fungsi di bawah ini pada titilc yang diberikan. 
a. fix) = x 3 + 4x - 1 pada titilc x = 0 dan x = 1 


x + 1 | 

b. fix) = pada x = ^ dan x = 1 


2. Tentukan turunan pertama dari fungsi berikut 

3 

a. y = 2x 2 - 3x - ^r 

x 

b. y = 3x (x 2 + 2x) 
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c. y = (3x + 4) : 


/ 


d. y = 


■\fx H- 7 




V 




3. Tentukan turunan pertama dari fungsi berikut. 
a. y = (4x 2 + 5x) (2x 2 - 6x + 1) 




b. y = 


1 4 ^ 


2 4 

yX X y 


(3x 3 + 27) 


c. ,/(x) = (x 2 + 8 ) 


12 


d- A x ) ~ \lx 2 - 2 x + 3 


4. Tentukan turunan pertama dari fungsi-fungsi trigonometri berikut. 

a. y( x ) = cos ( x 2 + 1) 

b. y( x ) = 6 cosec x 

cos x 

c - W = i + S in x 

d. y( x ) = x2 sec x 

5. Suatu fungsi dideflnisikan olGhfix) = x 3 - 2x 2 - px - 5. Jilca fungsi itu memiliki nilai 
stasioner untuk x = 5, tentukan: 

a. nilai/?; 

b. nilai stasioner untuk fungsi/jx); 

c. titik stasionemya. 

6. Tentukan titik stasioner dan jenisnya dari fungsi/(x) = 2x 3 + 3x 2 - 12x + 6. 

7. Gambarlah kurva y = (x - l) 2 (x + 2). 

8. Carilah persamaan garis singgung pada kurva y = x 2 - 5x + 7 yang tegalc lurus garis 
x + 3y = 9. 

9. Tentukan bilangan cacah yang jumlahnya 16 agar hasil kali salah satu dengan kuadrat 
bilangan lainnya menjadi maksimum. 

10. Suatu persegi panjang diketahui keliling = (2x + 24) cm dan lebar = (8 - x) cm. Agar 
luasnya maksimum, hitunglah panjang, lebar, dan luas persegi panjang. 
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Glosar-ium 


• Akar rasional : akar suatu persamaan yang bernilai positif. 

• Algoritma : prosedur atau rumus perhitungan untuk menyelesaikan suatu bentulc 
persoalan. 45 

• Aljabar : membahas struktur dari operasi-operasi pertambahan, perkalian, pemecahan, 
persamaan dan perangkat-perangkat aksioma. 

• Bimodal : suatu data yang mempunyai dua modus. 

• Binomial : suku dua 

• Desil : membagi data yang telah diurutkan menjadi sepuluh bagian yang sama besar. 

• Deviasi standar : akar dari jumlah kuadrat deviasi dibagi banyaknya data. 

• Diagram batang daun : diagram yang terdiri dari batang dan daun. Batang memuat 
angka puluhan dan daun memuat anglca satuan. 8 

• Diagram batang : diagram berbentuk batang-batang tegalc atau mendatar dan sama 
lebar dengan batang-batang terpisah untuk menggambarkan perkembangan nilai suatu 
objelc penelitian dalam kurun waktu tertentu. 

• Diagram cartesius : diagram yang menggunakan dua buah sumbu yang berpotongan 
tegak lurus di titik asal O. 173 

• Diagram garis : diagram berbentuk garis yang digunakan untuk menyajikan data statistik 
yang diperoleh berdasarkan pengamatan dari waktu ke waktu secara berurutan. 

• Diagram kotak garis : diagram berupa lcotalc dan garis untuk menggambarkan data 
terkecil, data terbesar, Q V Q V dan Q y 9 

• Diagram lingkaran : gambar berbentuk lingkaran untuk menyajikan data statistik. 

• Domain : daerah asal. 4 

• Faktorial : perkalian suatu bilangan dengan bilangan-bilangna lainnya yang lebih kecil 
hingga angka 1. 58 

• Frekuensi harapan : banyaknya kejadian dikalikan dengan peluang kejadian itu. 72 

• Fungsi linear : fungsi yang ditentukan o\ehf(x) = ax + b, di mana a dan b bilangan 
konstan, dan graflknya berupa garis lurus. 175 

• Fungsi : relasi dua himpunan A dan B yang memasangkan setiap anggota pada himpunan 
A dengan tepat satu anggota himpunan B. 173 

• Garis singgung lingkaran: garis yang menyentuh suatu titik pada keliling lingkaran. 

127 

• Gradien : kemiringan. 
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• Histogram : diagram frekuensi yang berbentuk batang berimpit. 

• Horner : cara menentukan nilai sulcu banyak dengan slcema. 

• Invers : pengingkaran dari suatu fungsi. 

• Jangkauan : selisih nilai terbesar dan nilai terkecil. 

• Jari-jari lingkaran : jarak antara titilc pusat lingkaran dengan setiap titik pada kelilingnya. 

117,119 

• Kodomain : daerah lcawan. 

• Kombinasi : susunan yang mungkin dari unsur-unsur yang berbeda dengan tidalc 
memperhatikan urutannya. 57, 66 

• Korespondensi satu-satu : relasi yang memasangkan setiap domain dengan tepat satu 
kodomain dan tidalc ada domain yang tidalc mendapatlcan pasangan. 

• Kuadrat : bilangan-bilangan yang dikalilcan bilangan-bilangan itu sendiri. 

• Kuartil : membagi data yang telah diuratlcan menjadi empat bagian yang sama banyak. 

• Lingkaran : bangun di mana setiap titik pada kelilingnya mempunyai jaralc yang sama 
dari pusatnya.117 

• Mean : rata-rata hitung. 

• Median : nilai tengah yang telah diurutlcan. 

• Modus : nilai yang paling sering muncul. 

• Multimodal : suatu data yang mempunyai lebih dari satu modus. 

• Ogive : lcurva frekuensi lcumulatif. 

• Peluang : kemungkinan munculnya suatu lcejadian. 

• Pemetaan : (= fungsi), relasi dua himpunan A dan B yang memasangkan setiap anggota 
pada himpunan A dengan tepat satu anggota himpunan B 

• Permutasi : susunan yang mungkin dari unsur-unsur yang berbeda dengan memperhatikan 
urutannya. 57, 60 

• Persentil : Membagi data yang telah diurutlcan menjadi 100 bagian yang sama. 

• Poligon : diagram yang diperoleh dari menghubungkan titik-titik tengah dari histogram. 

• Populasi : lceseluruhan objelc penelitian 

• Range : hasil. 

• Relasi : memasangkan anggota himpunan satu Ice himpunan lain. 

• Sampel : sebagian dari objek penelitian yang dianggap mewalcili lceadaan populasi objelc 
penelitian 72 

• Segitiga Pascal : bilangan-bilangan yang disusun membentulc segitiga yang mempunyai 
pola tertentu. 
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• Simpangan rata-rata (deviasi rata-rata) : nilai rata-rata dari selisih setiap data dengan 
nilai rataan hitung. 

• Statistika : cabang dari matematika terapan yang mempunyai cara-cara mengumpulkan 
dan menyusun data, mengolah dan menganalisis data serta menyajikan data dalam bentulc 
lcurva atau diagram, menarik kesimpulan, menafsirkan parameter dan menguji hipotesa 
yang didasarkan pada hasil pengolahan data. 5 

• Suku banyak : suatu bentulc yang memuat variabel berpangkat. 

• Titik sampel : setiap hasil yang mungkin terjadi pada suatu percobaan. 

• Trigonometri : ilmu ulcur mengenai sudut dan sempadan segitiga. 

• Turunan : laju perubahan suatu fungsi terhadap perubahan peubahnya. 

• Uni modal : suatu data yang mempunyai satu modus. 

• Variansi : kuadrat dari simpangan balcu 
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NotasiMatematika) 

: deraj at 

nP r : permutasi dari n unsur diambil r unsur 

n C : kombinasi dari n unsur yang berbeda dengan setiap pengambilan dengan 

unsur 64,65, 79 

P(A ) : peluang dari suatu kej adian A 

m : gradien 123,126,127,131,132,135,235,236 

x n : xberderajat n 

e : elemen (anggota) 171, 176 

: tidalc sama dengan 

A c : komplemen^4 

: (dot), perkalian sakelar 
x : (cross), perkalian vektor 

| | : hargamutlak 

f l : fungsi invers dari/ 

lim/(x): limit fungsi jilca x mendekati a 198,206 

x—>a 

oo 
> 

< 

< 

> 

I 

X 

Me 
Mo 

Q 

S 
S 2 
n\ 
n 
u 


: tak berhingga 
: lebih dari 121-124,135,238 

: kurang dari 

: kurang dari atau sama dengan 
: lebih dari atau sama dengan 

: jumlah data 2, 44-46, 66, 6 

: rataan hitung 19-21, 39,40,44,45 

: (median), nilai tengah suatu data yang telah diurutkan 

: (modus), nilai yang paling sering muncul 

: (kuartil), membagi data menjadi empat bagian yang sama banyak 

29-31,44 

: simpangan baku 
: variansi 
: faktorial 
: irisan 75-77,79 
: (union), gabungan 
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• r 

• % 

• z 

• 71 

• Sn 

• sin 

• cos 

• tan 

• cot 

• sec 

• cosec 

• f(x) 

• /'(*) 


akardarikuadrat 40-42,93-95,101-103,107,115-118,120,131,132, 

134,200-202,204 

persen 

sudut 

phi 88,98,102,103 

jumlah n suku 

sinus 87, 88, 89, 90-107,208-213,231-234 
cosinus 87, 88, 89, 90-107,208-213,231-234 
tangen 87,89, 90-107,208-213,231-234 

cotangen 
secan 34 

cosecan 

turunan pertama dari fungsi/(*) 221, 230, 240-243, 250, 252, 253 
turunan lcedua dari fungsi/(x) 
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Evaluasi Bab 1 Statistika 

I. 1. B 3. A 5. C 7. C 9. B 11. C 13. B 15. D 
17. E 19.D 

II. 


1 • Kendaraan 



b. 20 kendaraan 
3. a. 15 siswa 
5. Mo = 16,49 
7. Me =63 

9. a. Statistik lima serangkainya adalah 40, 46,17, 49,5, 53, 61 
b. Hamparan ( H) = 6, 83 


Evaluasi Bab 2 Peluang 

I. 1. B 3. E 5. C 7. B 9. D 11. B 13. E 15. D 

17. D 19.D 

II. 

1. a. 75 b. 40 


3. 

5. 

7. 

9. 


_ 6 _ 

45 

1 _ 

36 

b. n = 1 

Koefisien suku ke-5 = -280. 
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Evaluasi Bab 3 Trigonometri 

I. 1. A 3. D 5. A 

17. B 19.D 

II. 


7. C 


9. E 


11. D 


1. a. 


63 

65 


3. a. — (V3+V2 


b. 


sin^4 - sin B 


tan — ( A-B ) 
5. a. sin A +sin5 tan K A + B) 

Penyelesaian mas lciri 


sin A - sin B 


2 cos —(A + B) sin —( A-B ) 

_ 

sin A +sin5 2 sin ~{A + B) cos i(A-5) 


cos — (^4 + i?) sin — {A-B) 

sin — (^4 + i?) cos — (A-B) 
^2 2 1 


= cot —(^4 + 5) • tan — (^4 - 5) = 


tan 


tan 


b. 


Terbukti mas lciri sama dengan mas lcanan. 

sin 3^4 + sin A 
- = tan 2^4 

cos 3^4+ cos A 
Penyelesaian mas lciri 


sin 3 A + sin A 


2 sin — (3 A + A) cos — (3 A - A) 

cos3a! + cosa1 0 1 A ■ a\ 1 /-* a A \ 

2 cos — (3 A + A) cos — (3 A - A) 


sin —-4 A cos —-2 A 
= 2 _ 2 

1 , 1 , 

cos — -4 A cos — 2A 
2 2 

Terbukti mas lciri sama dengan mas lcanan. 


sin 2^4 
cos 2 A 


13. A 15. B 


(A-B) 
(A + B) 


tan 2A 
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7. a. 


cos A = ^0,875 


b. 


9. cos A sin B 



sin A = yj 0,125 


Evaluasi Bab 4 Lingkaran 

I. 1. C 3. D 5. D 7. A 9. D 11. C 13. A 15. C 

II. 

1. a. x 2 + y 2 - 4x + 2y + 1 = 0 <^>x 2 -4x + 4- 4+y 2 + 2y+l=0 

<=> (x - 2) 2 + (y + l) 2 = 4 

Pusat (2, -1) dan r = 2 
b. Pusat (-1, 2) dan r = 3 

3. a. Pusat 0(0, 0), jari-jari 6 => persamaan lingkaran: x 2 + y 2 = 36 

b. Pusat A(- 2, 5) => x 2 + y 2 + 4x - lOy + 29 = 0 

c. Pusat 5(3, -4) => x 2 + y 2 - 6x + 8y - 11 =0 

5. a. r = 5, pusat (0, 0) => (x - 0) 2 + (y - 0) 2 = r 2 

o x 2 + y 2 = 5 2 <^> x 2 + y 2 = 25 

b. r = 5-^2 5 pusat (0, 0) => x 2 + y 2 = 50 

7. a. x = 5 pada garis singgung, malca y = ±4 

Persamaan garis singgung: x^ + y x y = 41 <^> 5x + 4y = 41 atau 5x - 4y = 41 

b. Sejajar garis 3x + 3y = 10 => m =- 1, agar sejajar malca m 2 -1 

Persamaan garis singgung: y = mx ± rVl + m 2 <^> y = -x ± V82 . 

c. Tegalc lurus 3x - 6y = 8 =^> m= j, agar tegak lurus malca m x • m 2 = -1 atau 

m =- 2. Persamaan garis singgung: y = -2x±V205 . 

9. Tegak lurus garis 3x + y + 3 = 0, makax-3y-18 = 0 ataux- 3y + 22 = 0. 


Evaluasi Bab 5 Suku Banyak 


I. 

II. 
1. 



1. B 3. A 5. D 7. E 9. A 11. B 13. E 


J(x) = (x + l)(x - 2)(x + 3) <=> x 3 + 2x 2 - 5x - 6 

a. Deraj at sukunya 3 

b. Koefisien variabel x 3 adalah 1, x 2 adalah 2, x adalah -5 

c. Suku tetapnya -6 



1 -3 
-1 

1 -4 


1 

4 

5 


-3 

-5 

^8 


Hasil bagi x 2 - 4x + 5 dan sisa -8 


15. C 
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=> p = -3 


5. f(x) = 2x 3 + 5x 2 -4x + p habis dibagi x + 1 
A- 1)= 2(-l) 3 + 5(-l) 2 -4(-l )+p 
0 = 7+ /? =>/? = —7 
7. Sisa: 6x + 8 

9. f(x) = x 4 - 5x 3 + 2 px 2 + x + 1 

X-l) = (-1) 4 - 5(-l) 3 + 2p(-l) 2 + (-1) + 1 
11. HP ={-±,-3,1} 

13. -x 4 + 3x 3 + x 2 + x -p dibagi x - 2 tersisa -19 p = 33 

15. a. -- = =2 

a 2 

b. - = ^ = -9 

a 2 

—d -36 . 0 

c. — = = -18 

a 2 


Evaluasi Bab 6 Komposisi Fungsi dan Invers Fungsi 

I. l.B 3. C 5. C 7. A 9. C 11. B 


II. 

1 . 


3. 


a. 

b. 


a. 

b. 


5. a. 


b. 


13. C 15. D 


Yang merapakan fungsi (a) dan (d) 
fungsi (a) domain = {1, 2, 3, 4}, kodomain 
fungsi (d) domain = {1, 2, 3, 4}, kodomain 
2x 2 + 3 c. 5 

2x 2 + 8x + 9 d. 1 

x -9 


{a, b, c, d }, range = {a, c, d} 
{a, b, c, d }, range = { b, d} 


x -5 


6 

x -2 


c. 


d. _ — 


3 

2 

3 


Evaluasi Bab 7 Limit Fungsi 


I. 1. C 
17. B 

II. 

1. a. 1 


3. a. 4 
5. a. 3 

b- V2 


3. D 
19.A 


5. B 


3 

b - 2 


b. 4 

c. 0 
1 

d 2 


7. E 


9. B 


c. 1 


11. B 13. D 15. D 


c. 

e. 


]_ 

2 


1 
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Evaluasi Bab 8 Turunan Fungsi 

I. 1. C 3. A 5. E 7. R 9. A 11. A 13. C 15. E 

17. A 19. C 

II. 

1. fix) = x 3 + 4x - 1 => f'(x) = 3x 2 + 4 
fiO) = 4 dmfil) = 7 
3. a. y'= 32x 3 - 42x 2 - 2x+5 

. 432 30 


c. f'(x) = 24x (x 2 + 8) 11 

2x-2 

f . f\x) = I 

-2x + 3) 

5. a. p- 55 

b. 345 

c. (5,345) 
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Belajar matematika bisa mudah dan mengasyikkan. 

Sebagai ilmu universal, matematika memiliki peran 
penting dalam perkembangan teknologi modern. 
Kamu tentu tidak ingin ketinggalan zaman, maka 
penguasaan konsep matematika menjadi 
kebutuhanmu. 

Apayang akan kamu pelajari dalam buku ini? 

Buku Matematika untukSMAdan MAini menyajikan 
aspek-aspek matematika yang meliputi logika, aljabar, 
geometri, trigonometri, kalkulus, statistika, dan 
peluang yang dapat kamu pahami dengan mudah dan 
mengasyikkan. 

Dengan mempelajari buku ini, kamu akan mampu 
mengaplikasikan pemahamanmu untuk memecahkan 
masalah dengan pendekatan matematika dalam 
kehidupan. Dengan bekal pembelajaran matematika 
dari buku ini, kamu diharapkan mampu berpikir logis, 
analitis, sistematis, kritis, dan kreatif dalam 
menghadapi keadaan zaman yang selalu berubah, 
tidak pasti, dan kompetitif. 
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